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Résumé

Le but de ce projet de semestre est de présenter une introduction a la géométrie al-
gébrique. La premiére partie traite du cas classique avec 'introduction de la topologie
de Zariski sur I'espace affine n-dimensionnel (en gros, K™ pour un corps K). Il suit une
étude des morphismes entre les variétés et du rapport entre les variétés algébriques et
les algébres réduites de type fini. Le second chapitre présente les bases de la géométrie
algébrique moderne avec 'introduction des faisceaux et des schémas. Les deux résul-
tats principaux sont les théorémes 2.2.53 et 2.2.64. Le premier implique I’existence
d’une équivalence de catégories entre la catégorie des schémas affines et celle des an-
neaux (commutatifs et unitaires) et le second montre que les schémas généralisent
effectivement les variétés algébriques.



Chapitre 1

Géométrie algébrique classique

1.1 Variétés algébriques

La matiére présentée dans cette partie est composée des définitions de base de
la géométrie algébrique classique. Les ouvrages de références sont |[Har77| et |Per95].
Dans toute cette section K désigne un corps commutatif! et un idéal désignera tou-

jours un idéal de I’anneau des polynéomes K|x1,...,z,] (ou de K[zo,...,xy,], si 'on
travaille sur l'espace projectif). Pour alléger, on écrira parfois R pour K[x1,...,x,]
(ou pour Kxg,...,zy]).

1.1.1 Emnsembles algébriques

Définition 1.1.1 (Espace affine)
On appelle espace afline de dimension n 'ensemble des n-tuples d’éléments de K. Cet
ensemble est noté A"(K), ou A™ s’il n’y a aucune ambiguité sur le corps.

Définition 1.1.2
Soit S C K[x1,...,2,]. On définit

V(S)={z e K": f(z)=0,Vf € S} CA™

Proposition 1.1.3 (Propriétés de base de V)
Soient I,1',J C Klx1,...,x,] des idéauz avec I C I' et S,S" C K[z1,...,2,). On a
les propriétés suivantes :

(1) V() D V(I');
(i) V(S) =V({(S));
(i) VIJ)=V(LH)UV(J)=V{INJ);
(iv) V(SUS) =V(S)NV(S);
(v) VI+J)=V{I)NnV(J).
Démonstration. (i) Evident.
(73) Le point précédent entraine que V((S)) C V(S). Pour l'autre inclusion, soit
x € V(S) et g € (S), c’est a dire qu’il existe g1,...,gm € S et des polynémes
fiyoooy fm de K[z1,...,x,] tels que

m
9="> gifi
i=1

1. Pour l’instant on ne fait pas d’hypothése supplémentaire mais, par la suite, on le supposera
algébriquement clos.




1.1. VARIETES ALGEBRIQUES 3

On a alors g(x) = 0, comme désiré.
(z31) (i) Soit z € V(IJ) et supposons que = ¢ V(I) U V(J). Cela implique qu’il
existe f € I et g € J tels que f(z) # 0 et g(x) # 0, contredisant le fait
que z € V(IJ). L’autre inclusion est claire.

(ii) Soit @ € V(I)UV(J) et supposons, sans perte de généralité, que a € V(I),
alors a € V(I) C V(I N J). Réciproquement, on considére a € V(I N J).
Sia¢ V(I)UV(J), on peut trouver deux polynomes f € I et g € J tels
que f(a) # 0 # g(a). Puisque I et J sont des idéaux, on a fg € INJ et
(fg)(a) # 0, contredisant le fait que a € V(I N J).

(iv) Si a € V(S US’), alors tous les polynomes de S et S’ s’annulent en a, ce qui
implique que a € V(S)NV(S’). Réciproquement, si a € V(S)NV(S’), alors tous
les polynomes de S et S’ s’annulent en a.
(v) Soit a € V(I + J), alors a € V(I + J) C V(I), de méme pour J. Si, maintenant,
aeVI)NV(J)etsi feletgeJ,onaura (f+g)(a)=0.
0

Définition 1.1.4 (Ensemble algébrique)
Soit A C A™. On dit que A est un ensemble algébrique s’ existe un sous-ensemble
S de K[x1,...,xy] tel que A =V(S5).

Remarques 1.1.5 (i) Le point (i) de la proposition précédente nous indique qu’un
ensemble V' est algébrique s'il existe un idéal I tel que V = V(I).

(ii) Si S est un ensemble algébrique et si I est un idéal tel que S = V(I), le fait que
Klzy,...,zy] soit neetherien (voir A.1.4) implique qu'il existe des polynomes
fi,---, fm tels que

S=v(I)=V({f1,--- fm})-

(i) Si {fi,...,fm} C Klz1,...,2y], on note parfois V(f1,..., fm) & la place de
V({fl,...,fm}).

Exemples 1.1.6 (Ensembles algébriques)
Quelques exemples d’ensembles algébriques :

() V(1) = 0;

(i) V(0) = A"

(iii) sia = (ai,...,a,) € A", alors V(1 — a1,...,z, — ay) = {a};
(iv) tout sous-ensemble fini de A" :si S = {al,...,a"} :

S:U{o/}:UV(ml—a’i,...,xn—a;):V<ﬂ<x1—a’i,...,xn—a;>>.

=1 =1 i=1

Définition 1.1.7 (Topologie de Zariski)
On définit une topologie sur A" de la maniére suivante : un ensemble S C A™ est fermé

st et seulement s’il est un ensemble algébrique. Cette topologie est appelée topologie
de Zariski.

Remarque 1.1.8
Les points (#i7) et (v) (qui se généralise & une somme infinie) de la proposition 1.1.3
assurent qu’il s’agit effectivement d’une topologie.
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Exemples 1.1.9 (i) Soit F un fermé de Al. La remarque (i) de 1.1.5 et le fait
que K|[x] soit principal impliquent 1’existence d’un polynéme f € K|[x] tel que
F =YV(f). Si f est non-nul, ses racines sont en nombre fini, ce qui entraine que
les fermés de A! sont : Al () et les sous-ensembles finis de K 2.

(ii) Sin =2 et K = R on trouve que les singletons et les droites font partie des
fermés (ils ne sont pas les seuls, on y trouve aussi les cercles, par exemple).

Remarques 1.1.10 (i) On montrera plus bas (proposition 1.1.36) que si K est
infini, la topologie de Zariski n’est pas de Hausdorff.

(ii)) Sil’on prend K = R et que I'on regarde le produit des topologies de Zariski sur
R?, on constate que les fermés sont : (), R?, les ensembles finis de points et les
unions finies de droites verticales et horizontales. Cependant, le cercle est un
fermé de R? pour sa topologie de Zariski. On constate donc que la topologie de
Zariski du produit n’est pas égale au produit des topologies.

1.1.2 Espaces irréductibles

Proposition 1.1.11

Soit X un espace topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’union de deuzx fermés propres est propre.

(1) Si U,V sont deuz ouverts avec UNV = alors U =0 ou V = 0.

Démonstration. (i) = (ii) On montre la contraposée. Pour cela, soient U,V deux
ouverts non-vides de X. On aimerait voir que U NV # (). Pour cela, on a :

X £ (X\U)UX\V)=X\(UnV).

(i1) = (i) Soient F,F’ deux fermés propres de X. Puisque X \ F et X \ F’ sont
non-vides, on a

0#X\NF)N(X\F) =X\ (FUF),

ce qui implique que F U F’ # X.
]

Définition 1.1.12 (Espace topologique irréductible)
Un espace topologique non-vide satisfaisant 'une des conditions ci-dessus est dit ir-
réductible.

Remarque 1.1.13
Lorsque 'on parle d’'un sous-ensemble irréductible, il est sous-entendu que ’ensemble,
muni de sa topologie induite, est irréductible.

Exemples 1.1.14 (i) Si K est infini, A! est irréductible puisque les seuls fermés
propres sont l'ensemble vide et les ensembles finis (voir exemple 1.1.9).

(ii) Si X est un espace topologique de Hausdorff contenant au moins deux points,
en choissant deux points distincts et les voisinages disjoints dont ’existence est
assurée par la condition de Hausdorff on remarque que ’espace topologique n’est
pas irréductible.

2. 11 s’agit de la topologie cofinie, qui est la topologie discréte si K est fini. Si K est infini, il
s’agit d’'un exemple classique de topologie non-Hausdorff.
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(ii) Si f € K[z1,...,xy,] est irréductible, le fermé V(f) est irréductible (voir propo-
sition 1.1.29).

Proposition 1.1.15
Soit X un espace topologique et V- C X un sous-ensemble irréductible. Alors V est
wrréductible.

Démonstration. Soient X et V comme dans 1’énoncé et supposons que V = AU B
pour des fermés de V. On trouve que (VN A)U (VN B) =V ce qui implique que
V=VNAouV =VnB. Puisque A et B sont des fermeés de X, on trouve V = A
ou V = B, comme désiré. Ainsi, V est irréductible. O

Définition 1.1.16 (Composante irréductible)
Soit X un espace topologique. Une composante irréductible est un sous-ensemble Y
wrréductible maximal pour linclusion.

Remarque 1.1.17
La proposition précédente implique que les composantes irréductibles sont fermées.

Proposition 1.1.18
Soit U un ensemble algébrique. Alors U s’écrit comme une union finie de composantes
wrréductibles.

Démonstration. Supposons que cela ne soit pas le cas. Alors, 'ensemble des ensembles
algébriques V' = V(I) pour un idéal I qui ne s’écrivent pas comme une union finie
de composantes irréductibles n’est pas vide. Le fait que K|zq, ..., z,] soit ncetherien
(voir A.1.4) entraine 'existence d’un idéal maximal M pour cette propriété (voir
A.1.2) et 'on pose W = V(M). Le fait que W ne soit pas irréductible entraine l’ex-
istence de deux fermés propres Wy, Ws tels que W = W7 U Ws. Puisque "application
V est décroissante, chacun des deux ensembles algébriques Wy et Wy s’écrit comme
une union finie de composantes irréductibles, tout comme W. ]

Exemple 1.1.19

On considére dans A% ’ensemble algébrique V = V(zy). On a (zy) = (z) N (y) et les
propriétés de V impliquent que V = V(x) UV(y). De plus, chacun de ces deux termes
est irréductible, ce qui entraine que V s’écrit comme union de deux composantes
irréductibles.

Proposition 1.1.20
Soit X un espace irréductible et V un ouvert non-vide de X. Alors V' est irréductible
et dense.

Démonstration. Le fait que V soit irréductible découle facilement de la condition (%)
de la proposition 1.1.11. On a :

X=(X\V)uV,
Puisque V est non-vide, on doit avoir V = X. Ainsi, V est dense dans X. ]

Définition 1.1.21 (Variété algébrique affine, variété quasi-affine)

Une variété algébrique affine ou, plus simplement, variété affine est un ensemble
algébrique irréductible. Un sous-ensemble ouvert d’une variété affine est une variété
quasi-affine.

Exemple 1.1.22
Tout les irréductibles données dans ’exemple 1.1.14 sont des variétés.
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1.1.3 L’idéal associé 4 un sous-ensemble de I’espace affine

Définition 1.1.23
Soit S C A™. On définit

A(S) ={f e Klz1,...,z,): f(x) =0,Vz € S}.
On remarque que A(S) est un idéal de Klx1,...,z,] pour tout S C A"

Proposition 1.1.24 (Propriétés de base de A)
Soient S C S" C A™ et V un ensemble algébrique ainsi que I un idéal de K[z1,. .., xy).
Alors, on a :

(1) A(S) D A(S");
(i) VAV)=V
(w5) I C AV(I).
(iv) S =VA(S).
Démonstration. (i) Evident.
(ii) Supposons que V' = V(I). On remarque que I C A(V), ce qui implique que
VA(V) C V(I) = V. L’autre inclusion est claire.
(iii) Soit f € I. Pour tout a € AV(I), on a f(a) =0, ce qui entraine f € AV(I).
(iv) Ona S D S, donc A(S) C A(S) et VA(S) C VA(S) = S. Pour l'autre inclusion,
ona S C VA(S) et donc S C VA(S).
O

Remarque 1.1.25
Le théoréme des zéros de Hilbert (théoréme 1.1.32), présenté ci-dessous, précise l'in-
clusion donnée au point (4i7).
Exemples 1.1.26 (i) A(0) = (z1,...,Zn).

(ii) A({al,...,an}) = (r1 —ay,..., Ty — ay), pour tous ay,...,a, € K.
Définition 1.1.27 (Anneau de coordonnées affine)
Soit V' un ensemble algébrique. L’anneau de coordonnées affine de V', noté I'(V'), est
Klzy,... ’xn}/A(V)'
Proposition 1.1.28
Si K est infini, alors A(A™) = 0.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Sin = 1 et 0 # f € A(A!), alors f
posséde un nombre infini de racines, ce qui n’est pas possible. Supposons maintenant
I'assertion vérifiée pour A(A"!) et supposons qu'il existe un polynéme non-nul f
dans A(A™), c’est-a-dire que l'on peut trouver fi,..., f, € K[z1,...,xy], tels que

f(wb s 73311) = fm(xla e '7zn71)$nm +.o+ f(](xla s 71:n71)7 fm 7£ 0.

Par hypothése de récurrence, il existe o € A" 1 tel que f,,,(a) # 0. On trouve alors
que pour tout a € K, f(a,a) =0, ce qui ne peut pas se produire. O

La proposition suivante caractérise la notion d’irréductibilité a ’aide de propriétés
algébriques.

Proposition 1.1.29
Soit V un ensemble algébrique. Alors V' est irréductible si et seulement si l’idéal A(V)
est premier.
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Démonstration. Supposons que V soit irréductible et choisissons f; ainsi que fo deux
polynomes tels que fifa € A(V). On pose I} = (f1) et Io = (f2) et on écrit

V =VA(V) C V(1) =V(I1) UV(I2).

L’irréductibilité de V' implique que 'on a VN V(1) =V ou VN V() = V ce qui
entraine que f1 € A(V) ou f1 € A(V).

Réciproquement, supposons que A(V) soit premier et que A, As soient des fermés
de V tels que V = A; U As. 1l existe alors deux idéaux I; et I tels que

V C V(Il) U V(IQ) = V(11[2>,
ce qui implique
LI, C .AV(Ilfg) C .A(V)
Puisque A(V') est premier, on a Iy C A(V) ou Iy C A(V). Sans perte de généralité,
supposons que Iy C A(V). On a donc
V(Il) NV cVvc V(Il) nv,
c’est-a-dire V = A;, comme désiré. O

Exemples 1.1.30 (i) Si K est infini, alors A™ est irréductible car K[z1,...,x,] est
un anneau intégre.
(ii) Si K =R, V(22 + 1) est irréductible. Cela n’est pas le cas avec K = C.
(iii) En anticipant sur le théoréme des zéros de Hilbert, on trouve que ’ensemble
algébrique V(z,y) de A2 est irréductible car K|z, y}/@g7 y) =K.

(iv) Considérons 'ensemble Y = {(¢,t*,¢%) : t € K} C A® pour un corps K infini.

On constate que Y s’écrit comme V(y — 22,z — 2?), ce qui implique que Y est

fermé. Soit maintenant I’homomorphisme d’anneaux
P K[.’E,y,Z] — K[t]
flx,y,2) — f(t,12,1%).
On constate que ¢ est surjectif et que son noyau est exactement A(Y), ce qui
implique que T'(Y') = K|[t], qui est intégre. Ainsi, Y est irréductible et donc une
variété affine.

1.1.4 Théoréme des zéros de Hilbert

Les preuves des trois prochains résultats peuvent étre trouvées dans [Tes10]. La
notion de radical d’un idéal est introduite dans les annexes (définition A.1.5 page 63).

Proposition 1.1.31
Soit K un corps algébriqguement clos. Les idéaur mazimauzr de Klx1,...,z,] sont
exactement les idéauz de la forme

My, ={(r1—a1,...,xn —an), a=(ay,...,a,) € A",

De maniére plus générale, si A est une K-algébre de type finie et M C A un idéal
mazimal, alors A/pg = K.

Démonstration. Proposition 4.11 de |Tes10]. O
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Théoréme 1.1.32 (Nullstellensatz)
Soit K un corps algébriguement clos et I un idéal de Klxy,...,x,]. Alors, on a

AV(I) = VT.

Démonstration. Théoréme 4.20 de [Tes10]. O

Corollaire 1.1.33 (Nullstellensatz faible)

Soit K un corps algébriquement clos et I un idéal propre de Klxi,...,xy,). Alors
V(I) #0.
Démonstration. Supposons que V(1) soit vide pour un idéal propre I de K[z1,...,x,).

Le théoréme des zéros de Hilbert implique que
VI =AV(I) = A0) = K"
Or, puisque I est propre, il existe un idéal maximal M contenant J, c’est-a-dire
IcVICK™,
contradiction. Ainsi, V(I) est non-vide. O

Proposition 1.1.34
Le Nullstellensatz faible et le Nullstellensatz sont en fait équivalents.

Démonstration. On suppose donc que le Nullstellensatz faible est vérifié et on montre
Iégalité I = AV(I) pour tout idéal I. Si f € /I, alors f™ € I pour un certain
m € N et donc f™(a) = 0 pour tout a € V(I). L’intégrité de Klz1,...,x,] implique
f(a) = 0 pour tout a € V(I) et donc f € AV(I). Réciproquement, on considére
f € AV(I). On utilise alors ’astuce de Rabinowitsch (voir [Rab30]). On écrit I =
(f1,..., fm) et on considere 'idéal J = (f1,..., fm,1 —tf) C Kl[z1,...,Zy,t]. Dans
ce cas, il est clair que V(J) = (0 et la version faible du théoréme implique que J =
Klzy,...,zp,t], c’est-a-dire que l'on a

m

1= gi(xr, ..., 2, t) fi + h(@1, ... 2, t)(1 = tf),

1=1

pour des g; € K[z1,...,Zn,t]. En posant t = %, I’égalité devient

= 1
12291 xlv"'vmn7? .
i=1

En multipliant les deux cotés par g", ot r est le degré maximal de ¢t dans les g;, on
trouve g” € I. Ainsi, g € VI, comme désiré. O

Proposition 1.1.35
Pour une variété affine Y, il existe une bijection entre les idéaux premiers de T'(Y)
et les sous-ensembles fermés irréductibles de Y.

Démonstration. On considére Y une variété affine et on note SpecY ’ensemble des
idéaux premiers de I'(Y') et ¢(Y') 'ensemble des sous-ensembles fermés et irréductibles
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de Y. On définit alors les deux applications suivantes :

a: Spec'(Y) — t(Y)
Playy— V(P)

B :t(Y) — SpecI'(Y)
X — AX) /A7),

et on vérifie qu’elles sont bien définies et inverses I'une de 'autre. O

Proposition 1.1.36
Si K est infini, la topologie de Zariski n’est pas de Hausdorff.

Démonstration. Cela provient du fait que A" est irréductible (voir exemple 1.1.30) et
du fait que dans un espace irréductible deux ouverts non-vides ont une intersection
non-vide. O

1.1.5 Variétés projectives

Le but de cette section est de transposer les résultats précédents aux espaces
projectifs. La premiére différence se situe au niveau de I’évaluation des polynémes :
selon le représentant choisi, le résultat ne sera pas le méme. On remarque cependant
que dans le cas d’un polynéme homogéne, puisque notre anneau des polynome est
intégre, la question de savoir si un polynéme s’annule ou pas ne dépend pas du choix
du représentant d’une classe d’équivalence. Afin de réaliser cette généralisation aux
espaces projectifs, nous allons utiliser les idéaux homogénes de 'anneau gradué des
polynoémes (voir annexe A.2).

Définition 1.1.37 (Espace projectif de dimension n)
On définit sur A"\ {0} la relation d’équivalence ~ suivante : pour tout couple
d’éléments non-nuls a = (ag, ..., a,),b = (by,...,b,) € A"T!

a ~ b si et seulement si I\ € K, (ag,...,an) = (Abg, ..., Aby).

L’espace projectif de dimension n, noté P ou P", est alors par définition ’ensemble
quotient de A"\ {0} par ~.

Remarque 1.1.38
Si K =R, cela revient a quotienter la sphére S™ par la relation x ~ —z. Cela revient
A ne considérer que « les directions ».

Définition 1.1.39
Soit S C K|xg,...,z,] un ensemble d’éléments homogénes. On définit

V(S)={zeP": f(z)=0, Vf €S}
Si I est un idéal homogéne, on pose
V(I) = V(hom(I)),

ot hom(I) est l’ensemble des éléments homogénes de I.
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Définition 1.1.40 (Ensemble algébrique de P")
Un sous-ensemble A C P™ est dit algébrique projectif (ou simplement algébrique) s’il
existe un ensemble d’éléments homogénes T tel que A =V(T).

Proposition 1.1.41 (Propriétés de base de V)
Soient I,1',J C Klxo,...,x,| des idéauz homogénes tels que I C I' ainsi que S, S’ C

Klxg,...,z,] deur ensembles de polynomes homogénes. On a les propriétés suivantes :
(1) v(I) > v({I');
(ii) VIJ)=VIH)UVJ)=Vv{InJ);
(i3) V(SUS) =V(S)NV(Y);
(iv) VI +J)=V{I)NV(J).
Démonstration. En utilisant les propriétés de base de 'anneau gradué Kz, ..., x,),
on montre ces résultats de maniére analogue au cas affine (proposition 1.1.3). t

Exemples 1.1.42 (Ensembles algébriques)
Quelques exemples d’ensembles algébriques :

(i) v(1) =0;
(ii) V(0) =P";
(iii) Sia = (ap,...,an) € P", alors {a} est algébrique. En effet, le fait que a € P
entraine qu’au moins une des composante n’est pas 0, disons a;. On écrit alors
ao Qnp
=V(ro— —X4y..., Ty — —T;).
{a} (wo ” Z; Tn o xz)
Définition 1.1.43 (Topologie de Zariski sur 'espace projectif)
On définit une topologie sur P™ de la maniére suivante : un sous-ensemble T de P
est fermé si et seulement s’il est un ensemble algébrique. Cette topologie est appelée
topologie de Zariski.

Remarque 1.1.44
Les points (7i7) et (iv) (qui se généralise facilement & une somme infinie) de la propo-
sition 1.1.41 permettent d’affirmer qu’il s’agit bien d’une topologie.

Définition 1.1.45 (Variété algébrique affine, variété quasi-projective)

Une variété algébrique projective ou, plus simplement, variété projective est un en-
semble algébrique projectif irréductible®. Un sous-ensemble ouvert d’une variété pro-
jective est une variété quasi-projective.

Définition 1.1.46
Soit A C P". On définit A(A) comme étant l’idéal engendré par les polynomes ho-
mogénes f € Klxg,...,zy] tels que f(a) =0 pour tout a € A.

Proposition 1.1.47 (Propriétés de base de A)
Soient S C S" C P" et V un ensemble algébrique ainsi que I un idéal homogéne de
Klzo,...,zp].

(i) A(S) D A(S);
(ii) VA(V) =V ;

3. Puisque la notion d’irréductibilité a été présentée dans le cas d’un espace topologique quel-
conque, il n’y a pas d’adaptation a faire.
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(i) T AV(I) ;
(iv) S =VA(S9).

Démonstration. Analogue au cas affine (voir proposition 1.1.24 page 6). O

Remarque 1.1.48
On utilise la plupart du temps les mémes notations pour V et A dans le cas affine et
projectif. Cependant, si cela s’avere nécessaire, on écrira Vo rr et V, ainsi que Agpr

et A,

Une différence fondamentale entre le cas affine et le cas projectif est que méme si
Pon suppose K algébriquement clos, V(I) peut étre vide pour un idéal propre I.
Par exemple, si I'on note Ry lidéal (zg,...,x,) de R, on trouve que V(R4) = 0,
puisque 0 ¢ P™ (dans le cas affine, la proposition 1.1.33 assure que cela ne peut pas
se produire).

Définition 1.1.49 (Cone d’un ensemble algébrique projectif)
Soit V' un ensemble algébrique projectif. Alors on définit le cone C(V) de V' comme
étant

(V) =p H(V)U{0} c A",

ot p: A"l — P" est la projection canonique.
Remarque 1.1.50

Soit V' = V,(I) un ensemble algébrique projectif non-vide. Alors, on remarque que
C(Vp(I)) coincide avec Vops(I) (3 Pélément 0 prés).

Théoréme 1.1.51 (Le théoréme des zéros de Hilbert (cas projectif))
Soit K un corps algébriquement clos et I un idéal homogéne de K|xo,...,x,]. Alors :

(1) Vp(I) est vide si et seulement si I contient une puissance de R .
(i) Si Vp(I) nest pas vide, AVy(I) = V1.

Démonstration. (i) Supposons que V,(I) soit vide, c’est-a-dire que Vyrr(I) C {0}

et donc

VI = AgsVass(I) D Aass({0}) = Ry
Ainsi, pour tout ¢ = 0,...,n, il existe A\; € N tel que x;\’ € I. On trouve alors
que (R+)/\O+'"+A" C I. La réciproque est claire.

(ii) Supposons donc que V,(I) ne soit pas vide. On remarque pour commencer que
si f est un polynéme homogene, alors f est nul sur V,(I) si et seulement s’il est
nul sur C'(V,(I)) \ {0}, ce qui implique

.Apr([) C Aass (C(VP(I)))
= AasVass(I) = VI,

ou l'on a utilisé la remarque 1.1.50 et le théoréme des zéros de Hilbert du cas

affine. L’autre inclusion est analogue au cas affine.
O

Proposition 1.1.52
Soit V' un ensemble algébrique de P". Alors V' est irréductible si et seulement si A(I)
est premier.
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Démonstration. Analogue au cas affine (voir proposition 1.1.29 page 6). O

Remarque 1.1.53

Une différence importante entre le cas affine et les cas projectif est que I'anneau de
coordonnées homogeénes I'(Y) = K|xo, ... ,xn]/A(y) d’une variété projective Y n’est
pas un invariant (deux variétés projectives isomorphes peuvent avoir des anneaux de
coordonnées différents, comme le montre l'exercice 3.9 de [Har77]).
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1.2 La catégorie des variétés algébriques

Maintenant que l'on a défini les variétés algébriques affines et projectives, on
aimerait pouvoir parler de morphismes entre ces objets et avoir une bonne catégorie
dans laquelle travailler ; c’est I’objet de cette section. Les quelques notions de théorie
des catégories qui sont utilisées ici peuvent étre trouvées dans [Bor94| et [ML98|, deux
ouvrages de référence sur le sujet.

1.2.1 Applications réguliéres et morphismes entre les variétés al-
gébriques

Définition 1.2.1 (Application réguliére (cas affine))

Soit Y une variété quasi-affine de A" et une application f : Y — K. L’application
f est dite réguliere en a € Y sl existe un voisinage ouvert U C Y de a et des
polynomes g, h € Klxy,...,xy] tels que h ne s’annule pas sur U et f = § sur U.

L’application f est dite réguliére sur Y si elle est réquliere en tout point de Y .

Exemple 1.2.2
Tous les polynémes, quotients de polynomes et leurs restrictions sont des applications
réguliéres.

Proposition 1.2.3

Soit X un espace topologique et A C X. Alors A est fermé si et seulement s’il existe
une collection d’ouverts (Ui)ie] recouvrant X telle que U; N A est fermé dans U; pour
tout 1.

Démonstration. = Clair.

< Le fait que chaque U; N A soit fermé dans U; implique l'existence d’une collection
de fermés F; tels que U; N A = U; N F;. On a alors :

X\ A= (UU) \ A
i€l
= LJ(UZ ﬂAC)
el

= U(Ul mFiC)a

il

ce qui implique que A est fermé.

Proposition 1.2.4
Une application réguli¢re est continue (K est identifié avec Al).

Démonstration. Soit F un fermé de Al et f:Y — Al. Si F est différent de Al et
de 'ensemble vide, on a F' = {A1,..., At} C K. Pour montrer que f est continue, il
suffit de montrer que f~1({)\;}) est fermé pour tout i. Pour un élément a € Y, on a
I’existence d’un ouvert U, et de deux polynoémes gq, hq tels que f = z—‘; sur U, et 'on
constate que

f_l({)\i}) NUs = V(ga — Aiha) NU,.

On conclut en utilisant la proposition précédente. O



14 CHAPITRE 1. GEOMETRIE ALGEBRIQUE CLASSIQUE

Définition 1.2.5 (Application réguliére (cas projectif))

Soit Y une variété quasi-projective de P™ (voir définition 1.1.45) et une application
f Y — K. L’application f est dite réguliére en a € Y s’l existe un voisinage
ouwvert U C'Y de a et des polynomes homogénes de méme degré g,h € K|xo, ..., Ty]
tels que h ne s’annule pas sur U et f = § sur U. L'application f est dite réguliere

sur'Y si elle est réguliére en tout point de Y.

Proposition 1.2.6
Une application réguliére dont le domaine est une variété quasi-projective est continue
(K est identifié avec A').

Démonstration. Analogue au cas affine. O

Remarque 1.2.7

Sif,g:Y — K sont deux applications réguliéres telles que f = g sur un ouvert V,
alors f = g partout. En effet, si A dénote ’ensemble (fermé) des points ou f = g,
alors comme VC A,onaY =V = A,

Définition 1.2.8 (Variété)
Soit K un corps algébriqguement clos. Une variété sur K (ou juste variété) regroupe
les objets suivants :

(i) wvariété (quasi-)affine ;

(i) wariété (quasi-)projective.

Définition 1.2.9 (Morphisme entre les variétés)

Soient X et Y deux variétés et v : X — Y une application continue. On dit que
@ est un morphisme si pour tout ouvert V. de Y et pour toute fonction réguliére
f:V — K, Uapplication fo: o (V) — K est réguliére.

Exemple 1.2.10 (i) Si Y C Al toute application réguliére est un morphisme,
puisqu’une composition d’applications réguliéres est réguliére.

(ii) La loi de groupe et 'opération d’inverse des groupes algébriques (voir section
1.2.3) sont des morphismes.

On remarque que la composition de deux morphismes est un morphisme et que
I'identité est un morphisme, ce qui légitime la notation suivante :

Notation 1.2.11 (Catégorie des variétés)

On note V la catégorie ayant pour objets les variétés algébriques et les morphismes
au sens de la définition ci-dessus. Pour deux variétés algébriques Vi et V5 on not
hom(V, V5) I’ensemble des morphismes de V; vers V5.

La proposition suivante donne un critére pour qu’une application soit un mor-
phisme.

Proposition 1.2.12
Soit X une variété et Y C A" une variété affine. Une application ¢ : X — Y est
un morphisme si et seulement si x;p est réquliére pour tout i, ot x; est lapplication

T, Y — K
(at,...,an) —> a;.
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Démonstration. Si ¢ est un morphisme alors, par définition, fo est réguliére pour
toute application réguliére. Puisque x; est réguliére, x;p est aussi réguliére. Récipro-
quement, supposons que x;p soit réguliére pour tout ¢. Cela implique que gy est
réguliére pour tout polynéme g. Si F' C Y est un fermé, on a F' = V(gy,...,gx) pour
des polynémes g; et l'on constate que

k

o {(F) = [(gi) " ({0}).

=1

Puisque les applications réguliéres sont continues, o~ 1(F) est fermé et donc ¢ est
continue. Supposons maintenant que V soit un ouvert de Y et que f : V — K est
réguliére. Puisque gy est réguliére pour tout polynéme g et que f s’écrit localement
comme quotient de polynémes, fo¢ s’écrit aussi localement comme un quotient de
polyndémes. Ainsi, ¢ est un morphisme. O

Sous-objets

Avant de définir ce que sont les sous-objets des variétés, nous avons besoin de la
proposition et de la définition suivantes.

Proposition 1.2.13
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X . Alors, A est ouvert dans A si et
seulement si A s’écrit comme l'intersection d’un ouvert et d’un fermé.

Démonstration. Si A est ouvert dans A, alors par définition A = ANU, ott U est
ouvert. Réciproquement, si A = FNU, ou F est fermé et U ouvert. Puisque A C
FCA ona FNU =FNA, ce qui entraine que A est ouvert dans A. O

Définition 1.2.14 (Ensemble localement fermé)
Un sous-ensemble A d’un espace topologique X est dit localement fermé s’il satisfait
l'une des deux conditions de la proposition précédente.

Exemples 1.2.15 (i) Tout ouvert est localement fermé.

(ii) Dans R, les intervalles fermés d'un coté et ouverts de I'autre sont localement
fermés.

(iii) Dans A2, les cercles et les droites sont fermés. Ainsi, un cercle privé de deux
points diamétralement opposé est localement fermé. On peut ainsi construire
toute une famille d’ensemble localement fermés en prenant comme ouvert une
union d’ensembles du type A2\ d, pour une droite d, et un cercle C comme
fermeé.

Définition 1.2.16 (Sous-variété)

Soit X une variété quasi-affine ou quasi-projective et Y un sous-ensemble irréductible
localement fermé de X. Puisque la fermeture d’un ensemble irréductible est irré-
ductible (voir proposition 1.1.15), Y devient une variété quasi-affine (respectivement
quasi-projective). Dans ce cas, on dit que Y est une sous-variété de X.

Remarque 1.2.17 (Restriction des morphismes)
Soient ¢ : X — Y un morphisme ainsi que X’ et Y’ des sous-variétés de X et de Y
respectivement. Si o(X') C Y/ alors go‘X/ : X’ — Y’ est un morphisme.
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Produits de variétés affines

Soient X C A™ et Y C A™ deux variétés algébriques affines sur un corps K.

Proposition 1.2.18
Lespace X x Y C A" muni de la topologie induite, est irréductible.

Démonstration. Supposons que Z; et Zs soient deux fermeés tels que X XY = Z3UZs.
On définit

X, ={zeX:{z}xY CZ}, i=12,

et 'on aimerait montrer que X = X; U Xs. Si l'on considére, pour z € X fixé,
I'application

iz Y — X XY

y — (z,9),

on constate que I'une des préimages i, 1 (Z;) doit étre vide (puisque Y est irréductible).
Soit maintenant x € X. Si x n’appartient pas & X; U Xo, il existe y1,y2 € Y tels
que (x,y;) ¢ Z;, ce qui implique que (x,y1) € Z3 et (x,y2) € Zi, contredisant le
fait que l'une des préimages doit étre vide. Pour y € Y, on définit une application
iy 1 X — X XY comme ci-dessus et 1'on constate que

Xi= ()i, (%),

yey

ce qui implique que X; est fermé. Puisque X est irréductible, on obtient X7 = () ou
X9 = 0, ce qui implique que I'un des Z; est vide, comme désiré. ]

Corollaire 1.2.19
Le produit direct de deuz variétés affines algébriques affines est une variété affine.

Remarque 1.2.20
On rappelle que la topologie sur A"™ n’est pas la topologie du produit de A" avec
A™ (voir remarques 1.1.10).

Proposition 1.2.21
Le produit direct de deuz variétés affines correspond bien & un produit (du point de
vue catégorique).

Démonstration. On considére la projection mx : X xY — X. Si f:V C X C
A" — K est une application, on aura :

fﬂ-X(xlv"wxn7y17"'7ym) :f(xlv"'vxn)'

Ainsi, si f est réguliére, alors frx est réguliére et donc les projections sont des
morphismes. Supposons maintenant que ’on ait une variété affine Z C A" ainsi que
deux morphismes px et py comme dans le diagramme suivant :
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Z
|
[
o
Px | 2%
y
XxY
ﬁ N
X Y.
On définit alors
p:Z—XXY
(:Ula'--,xr) — (pX(x17'"7x1”)’pY($17"'7'rT))?

et ’on vérifie que ¢ est un morphisme et rends le diagramme commutatif. Si, main-
tenant, ¢ est une autre morphisme faisant commuter le diagramme, on a :

(1, ... mp) = (@X(xl, ey ), @y (21, .. ,mT)),
et on trouve que px = px (de méme pour Y'), ce qui entraine l'unicité. O

Proposition 1.2.22 (Comportement de " par rapport au produit)
Si X etY sont comme ci-dessus, on a

T'(X xY)2T(X)®g ().

Démonstration. Provient du fait que le foncteur I' induit une équivalence de caté-
gories contravariante entre la catégorie des variétés affines sur un corps K et celle des
algebres réduites de type fini (théoréme 1.2.35) et du fait que le produit tensoriel de
deux algebres est leur coproduit (voir, par exemple, la proposition 5.6 de [Gri07]). O

1.2.2 Propriétés supplémentaires des variétés algébriques

Définition-Notation 1.2.23 (Anneau des fonctions réguliéres, anneau local)

Soit Y une variété. On note O(Y) Uanneau des fonctions régulicres sur Y. Pour un
élément y € Y, on définit l'anneau local Y en y, noté O,y ou juste O, comme
étant 'anneau des germes de fonctions réguliéres en y : on définit sur l’ensemble des
couples (U, ), ou U est un ouvert de'Y et f: U — K est une application réguliére,
une relation :

(U, f) ~ (V,g) si et seulement si f‘UﬁV = g‘UnV-

La remarque 1.2.7 permet de montrer qu’il s’agit d’une relation d’éguivalence et on
définit Oyy comme étant l'ensemble quotient.

Remarque 1.2.24

L’appellation d’anneau local dans la définition ci-dessus n’est pas usurpée. En effet, si
I’on note I I’idéal engendré par les fonctions réguliéres qui s’annulent en y, on trouve
que I est un idéal maximal (tout idéal plus grand contient une fonction ne s’annulant
pas en y qui est donc inversible localement, par continuité). Maintenant, si J est un
autre idéal propre de O, y, il sera inclu dans /. Via 'homomorphisme d’évaluation
en y, on constate que Oy y /1 = K.
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Remarque 1.2.25
On remarque que O est un foncteur contravariant de la catégorie des variétés dans
celle des anneaux. En effet, si ¢ : X — Y est un morphismes de variétés, alors

Op:0(Y) — O(X)
f— fo.
Et fy est réguliére, puisque ¢ est un morphisme.

Définition 1.2.26 (Corps des fonctions, fonction rationnelle)
Soit Y une variété. On définit une relation d’équivalence sur les paires (U, f), ou U
est un ouvert non-vide de Y et f: U — K est réguliére, de la maniére suivante :

U, )~ (V,9) & flyay = 9lpar-

L’ensemble quotient est appelé corps des fonctions de Y et est noté K(Y'). Une classe
d’équivalence est appelée fonction rationnelle sur Y.

Lemme 1.2.27
Le corps des fonctions défini ci-dessus est un corps.

Démonstration. On vérifie qu’il s’agit effectivement d’un corps :

(i) Soient [(U, f)] et [(V, g)] deux éléments de K(Y'). Puisque Y est une variété et
que U et V sont non-vides, on a U NV # (. On pose alors :

(U +[(V.9)] = [(UNV. f+9)],

qui est bien définie. On fait de méme pour définir le produit.

(ii) Soit [(U, f)] une fonction rationnelle non-nulle. On peut poser

w.nr = (w5 )|

car le fait que [(U, f)] soit non-nulle implique que U \ V(f) est non-vide. A
nouveau, on vérifie que cette opération est bien définie : si (U, f) ~ (V, g) alors
f=gsur UNV et, puisque U\ V(f) NV \V(g9) CUNV, les inverses de (U, f)
et de (V, g) seront équivalents.

O

Théoréme 1.2.28
Soit Y C A™ une variété affine et son anneau de coordonnées T'(Y'). Alors :

(i) O)ZT(Y).

(it) Pour tout pointy € Y on pose M, C I'(Y') lidéal constitué des fonctions s’annu-
lant en y. Alors, lapplication ¢ qui envoie y sur M, établit une correspondance
bijective entre les points de Y et les idéaus mazimauz de T'(Y).

Démonstration. (i) Voir [Har77].

(ii) Si M, est comme ci-dessus, on a F(Y)/My = K, ce qui implique que M, est
maximal. Soit I un idéal maximal de I'(Y"). Le théoréme de correspondance nous
donne un idéal maximal I de KJzy,...,x,] contenant A(Y'). La proposition
1.1.31 implique que 'on a I = (21 —y1,. .., Tp — Yn) POUT Y = (y1,...,Yn) € A"
et I’on pose ¥(I) = y. On constate alors que les applications ¢ et 1) sont inverses

'une de 'autre.
O
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La proposition suivante établit le lien entre les variétés projectives et les variétés
affines.

Proposition 1.2.29
Pouri=0,...,n on définit le sous-ensemble de P suivant

P, ={[(ag,...,an)] €P" :a; #0}

et l'on consideére application

@i P — A"
ao ai—1 Qi+1 an
[(ao,...,an)]l—><,..., , ,...,).
a; a; a; a;

Alors ; est un isomorphisme de variétés.

Démonstration. Bijectivité On a (pi(bl,...,bi_l,l,bi,...7bn) = (b1,...,b,) pour
tout b € A™. Pour linjectivité, on remarque que 'égalite p;([a]) = ¢;([b])
implique que ag = %bk pour tout k # 1.

Continuité Soit V' = V,f¢(I) un sous-ensemble fermé de A™. Alors, on a

goil(V):PiﬁVp{wiaf-f<wo ...,xi‘l,”””l,...,%) :fe[}.

)

Application fermée Soit V = V,(T") N P; un fermé de P;. Alors, on a
@Z(Vp(T) N B) = Vaff ({f(lbl, ey Ti—1, 175171'—&-17 . ,.I‘n) . f c T}) .

Morphisme Soit f: V C A" — K une application réguliére. On aimerait montrer
que fo; ' (V) — K est réguliere. Si 'on considére un point [o] € P;, on
a 'existence d’un voisinage ouvert W de ¢;(]a]) et de deux polynémes g, h tels
que f = % sur W. On constate alors que fcpi_l s’écrit localement comme un
quotient de deux polynémes homogénes de méme degré.
Le fait que ’application inverse soit un morphisme se prouve de maniére ana-
logue.

O]

Corollaire 1.2.30

Si'Y est une variété projective (respectivement quasi-projective), Y est recouverte
par des ouverts Y N U; qui sont isomorphes a des variétés affines (respectivement
quasi-affines) via les p;.

Proposition 1.2.31
Soit Y C A™ Uhypersurface donnée par V(f), ot f € K|x1,...,xy]. Alors, A" \'Y est
isomorphe a H, ot H est donnée par U'équation x,y1f(z1,...,2,) = 1.

Démonstration. On considére ['application

p:A"\Y — H

a+—r (al,...,an,f(la)>,
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qui est bien définie, puisque f(a) # 0. Clairement, application ¢ est bijective. Le

fait que
a; 1 <n
T p(a) = { Z1

@) i=n+1

1 est la restriction

1

entraine que ¢ est un morphisme (proposition 1.2.12). Comme ¢~
de la projection de A" sur A" a H, la proposition 1.2.12 entraine que ¢~
morphisme. Ainsi, ¢ est un isomorphisme. O

est un

Proposition 1.2.32
Soit Y une wvariété. Alors, il existe une base pour la topologie constituée d’ouvert

affines.

Démonstration. On doit montrer que pour tout a € Y et tout voisinage ouvert U
de a, il existe un ouvert affine V tel que £ € V C U. Puisque U est une quasi-
variété, on peut supposer que U = Y. De plus, le corollaire précédent nous permet de
supposer que Y est une variété affine. Ainsi, pour tout a € Y C A", on doit exhiber
un voisinage affine V' de a. On commence par poser Z =Y \ Y, qui est un fermé de
A™. Silidéal I est tel que V(I) = Z, alors il existe f € I tel que f(a) # 0, puisque
a ¢ Z. Sil'on appelle Y/ 'hypersurface définie par V(f), on a A"\ Y/ = H C A"
par la proposition précédente. L’ensemble Y \ (Y NY”), qui contient a, est un ouvert
de Y. Puisque Y \ (Y NY’) est un fermé de A"\ Y/ = H, qui est une variété affine,
Y\ (Y NY’) est le voisinage recherché. La figure suivante résume la situation :

Y’

Z

~I

O

Soient V' et W deux variétés affines et ¢ : V C A™ — W C A" un morphisme.
On constate que 'on peut associer a chaque polynéme f € K|[zy,...,x,] une appli-
cation fp et que cette association passe au quotient :

Lo Klzy,. . an]/aw) — Kz, zml/A(V)
[T — [fel-

On obtient donc un foncteur contravariant de la catégorie des variétés affines sur un
corps K dans la catégorie des algébres de type fini sur K :

T:VE, — Algl.

Proposition 1.2.33
Le foncteur I' est pleinement fidéle.
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Démonstration. Soient X et Y deux variétés affines sur un corps K. Il faut montrer
que I' induit une bijection yx )y :

vx,v : hom(X,Y) — hom (T'(Y),I'(X)).

Pour voir que vy y est injectif, supposons que ¢, : X — Y soient deux morphismes
tels que T'(¢) = I'(¢p). Montrer que ¢ = 1) est équivalent a montrer que €0 = €1,
pourt=1,...,m, ou ¢ : X — Y est la i-éme fonction de coordonnée. Pour cette
fonction de coordonnée on a, par hypothése

€ — €Y = n;,

ou n; € A(X), ce qui implique que €;¢ et € coincident sur X.
Soit maintenant un morphisme ¢ : I'(Y) — I'(X). On définit une application :

p: X — A"
a+— (LZJ(Q_H)(CL), . .,@Zz(ijm)(a)).

Puisque Y = VA(Y), montrer que im ¢ C Y est équivalent & montrer que fy(a) =0
pour tout f € A(Y). Le fait que f est un polynoéme et que 1 est un homomorphisme
d’algébres entraine que

0= 1/J(f(i’1, .. aj;m))(a) = f(¢(§71)(a)> s ﬂb(fm)(a)),

comme désiré. On utilise & nouveau le fait que v soit un homomorphisme d’algébre
pour voir que I'(p) = 9.

Il reste & montrer que ¢ est un morphisme, ce qui est équivalent, par la proposition
1.2.12, & montrer que €;p est réguliére pour tout ¢ = 1,...,m. Or, on a ¢, = 1/)(9?1),
qui est réguliére par définition de 1. O

Remarque 1.2.34

Si A est une K-algébre de type fini, alors il existe m € N et [ un idéal tel que
A= K[zy,...,zm]/[- Si A est réduite, I'idéal I est radical. En effet, si cela n’est pas
le cas, il existe un polynome f et un entier k tel que f™ € I et f ¢ I, contredisant le
fait que A est réduite.

Théoréme 1.2.35
Si K est un corps algébriquement clos, le foncteur I : Vﬁf — Alg{{ induit une
équivalence de catégories.

Démonstration. Un théoréme classique (voir, par exemple, w.4 de [ML9§|) et la
proposition précédente impliquent qu’il nous suffit de vérifier que I' est essentiellement
surjectif. Pour cela, on considére une K-algébre réduite de type fini A, c’est-a-dire
A = Klzy,...,x,)/; pour un idéal radical I (voir remarque précédente). On trouve
alors que A =T (V(1)). O

1.2.3 Groupes algébriques

Avant de continuer vers les applications rationnelles, je réalise une petite excursion
du coté des groupes algébriques.

Définition 1.2.36 (Groupe algébrique)

Un groupe algébrique consiste en une variété Y munie d’une structure de groupe telle
que lopération de multiplication p:Y xY — Y et Uinverse y — y~ ' soient des
morphismes.
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Exemple 1.2.37 (Groupe additif)

Le groupe additif, que ’'on note Ggqq, est donné par la variété A', le morphisme
p(a,b) = a + b et Uinverse i(a) = —a. On vérifie que les deux applications sont des
morphismes :

(i) Pour voir que p est continu, on considére ¢ € Al. Alors :
pt({c}) ={(a,b) € A’ ra+b=c} =V(x1 + 22— ),

comme désiré. Le fait que p soit une application réguliére est clair.
(ii) L’application inverse i : a — —a étant bijective, il s’agit d’un morphisme.
Exemple 1.2.38 (Groupe multiplicatif)
Le groupe multiplicatif, que ’on note G,,, posséde comme ensemble sous-jacent Al \

{0}, comme loi u(a,b) = ab et comme inverse i(a) = a~'. A nouveau, on vérifie que
les deux opérations sont des morphismes sur cette variété quasi-affine.

(1) Pour tout ¢ € Gy, on a :
p ) = V(xize — c).
(ii) L’application inverse i : @ — a~! étant une bijection, il s’agit d’'un morphisme.

Exemple 1.2.39

Pour n € N et K un corps algébriquement clos, SL,, (K) est une variété affine : on
peut identifier ’ensemble des matrices n X n a A et SL,, est constitué des éléments
annulant ’application polynomiale det —1. Le produit de matrices et leur inversion
étant définis par des opérations polynémiales, il s’agit de morphismes de variétés.
Ainsi, SL,,(K) est un groupe algébrique.

Remarque 1.2.40
Si G est un groupe algébrique et X une variété, alors hom(X, G) posséde une structure
de groupe induite par celle de G : pour tout couple f,g € hom(X,G) on a

(f +9)(@) = n(f (@), g(x)), Vo€ X,

Proposition 1.2.41
Soit X une variété. Alors hom(X, Gaqq) = O(X) (en tant que groupes additifs).

Démonstration. On définit 'application

P : hom(X, Gadd) — O(X)
or— B(p): X — A' 2 K,z ¢(x).
Si ¢ est un élément de hom(X, Go4q) alors, en particulier, ¢ est un morphisme, ce

qui implique que ®(p) € O(X). On varifie facilement qu’il s’agit d’un isomorphisme
de groupes. O

Proposition 1.2.42
Soit X une variété. Alors hom(X, Gp,) = O(X)* (en tant que groupes).

Démonstration. On procéde comme ci-dessus. O
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1.2.4 Applications rationnelles

Lemme 1.2.43

©
Sotent X et Y deuxr variétés ainsi que XT; Y deuxr morphismes. S’il existe un
ouvert U C X non-vide tel que go‘U = 1/J‘U, alors p = .
Démonstration. Voir [Har77]. O

Définition 1.2.44 (Application rationnelle)
Pour deur variétés X et'Y, on définit une relation sur les couples (U, pyr), ot U est
un ouvert non-vide de X et o : U — Y est un morphisme, de la maniére suivante :

(Ua @U) ~ (V7 1/1\/) ~ SOU‘UHV = TZJV‘UQV-

A Daide du lemme précédent, on vérifie facilement qu’il s’agit d’une relation d’équiv-
alence. Une application rationnelle ¢ : X — Y est une classe d’équivalence pour
cette relation.

Remarque 1.2.45
Puisque X est irréductible, on n’a pas besoin de préciser que UNV doit étre non-vide.

Exemple 1.2.46
Les morphismes entre les variétés sont des applications rationnelle.

Définition 1.2.47 (Application rationnelle dominante)
Une application rationnelle est dite dominante si [tTmage de @y est dense dans Y
pour un représentant (U, py).

Remarque 1.2.48
Si ¢y est dominante, alors tout représentant de sa classe le sera aussi.

Exemple 1.2.49

Soit X = A2\ V(x1-x2), le plan privé des deux axes et p; : X — A! Papplication qui
envoie (a,b) sur a. Alors p1(X) est ouvert, ce qui implique que p;(X) = Al puisque
Al est irréductible.

On remarque qu’une application rationnelle ¢ : X — Y n’est pas forcément
définie sur tout X, ce qui implique qu’il n’est pas forcément possible de composer deux
applications rationnelles. Par contre, si ¢ : X — Y est dominante et si ¢ : Y — Z
est rationnelle, la composition ¢ o ¢ devient possible. En effet, si (U, py) et (V,¥v)
sont deux représentants pour ¢ et v respectivement, on a py(U) NV # (), ce qui
implique que 'on peut composer :

Y : gonl(V) NnNU — Z.

Cette remarque, et le fait que la composition d’applications rationnelles domi-
nantes est dominante, suggérent de considérer la catégorie des variétés ayant pour
morphismes les applications dominantes.

Définition 1.2.50 (Application birationnelle)

Dans la catégorie ayant pour objets les variétés et pour morphismes les applications
rationnelles dominantes, les isomorphismes sont appelés applications birationnelles.
S’il existe une application birationnelle entre les variétés X et 'Y ont dit qu’elles sont
birationnellement équivalentes.
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Remarque 1.2.51

Deux variétés X et Y sont birationnellement équivalentes s’il existe des ouverts U de
X et V de Y respectivement tels que U et V soient isomorphes. En particulier, I'inclu-
sion d’une sous-variété ouverte dans sa variété définit une équivalence birationnelle.

Soient ¢ : X — Y une application rationnelle dominante entre deux variétés
sur un corps K et (U, py) un représentant de ¢. Soit de plus [(V, f)] € K(Y) (voir
définition 1.2.26), ou V est un ouvert de Y. Puisque ¢ est dominante, for est une
fonction réguliére sur cpgl(V). Cette association nous donne un homomorphisme de
K-algebres entre K(Y) et K(X).

Le théoréme suivant exprime 'importance des applications rationnelles :

Théoréme 1.2.52

Pour deuz variétés X et Y sur un corps K, il y a une bijection naturelle entre ['ensem-
ble hom(X,Y") des applications rationnelles dominantes et l’ensemble des homomor-
phismes de K-algébres hom (K (Y), K(X)). Cette bijection donne lieu ¢ une équiv-
alence de catégorie entre la catégorie des variétés sur K (ayant comme morphismes
les applications dominantes) et celle des extensions de K de type fini.

Démonstration. Théoréme I, 4.4 de [Har77]. O

Exemple 1.2.53

Le fait que deux variétés soient birationnellement équivalentes est plus faible qu'un
isomorphisme de variétés. Par exemple si on considére X = P2 et Y C P3 constituée
des classes [(z,y, z, t)] satisfaisant I’équation yz = xt, on trouve que X et Y sont bi-
rationnellement équivalentes mais non-isomorphes. Dans P2, deux plans (par exemple
ceux définis par les équations x = 0 et y = 0) ont toujours une intersection non-nulle
tandis que les plans donnés par x =y =0 et y =t = 0 dans Y ont une intersection
vide (I'intersection serait en (0,0,0,0)). On montre alors, en utilisant le théoréme I,
3.4 de [Har77|, que ces deux variétés ont le méme corps des fonctions (et sont donc
birationnellement équivalentes).



Chapitre 2

Géométrie algébrique moderne

2.1 Pré-faisceaux et faisceaux

L’utilisation de pré-faisceaux se présente de maniére naturelle lorsque I'on travaille
avec des variétés (topologiques, complexes, différentiables, etc) : dans un voisinage
d’un point de la variété, on peut se donner un ensemble de « bonnes » fonctions.
Par exemple, si U est un ouvert d’une variété différentiable, on peut s’intéresser aux
applications C*° & valeurs dans R. La somme (et le produit) de telles fonctions reste
C ce qui motive & associer a chaque ouvert U de la variété un groupe abélien (ou,
respectivement, un anneau). Dans le cas des applications C*, si V' C U est un autre
ouvert, on peut restreindre une application & V' de maniére & avoir une application
C™ sur V. La généralisation de cette idée conduit a demander I’existence d’un homo-
morphisme de groupes entre les groupes associés a U et a V. Ces propriétés conduisent
a définir le concept de pré-faisceau (définition 2.1.4). D'une maniére générale, on veut
pouvoir combiner de telles données locales afin d’en déduire une information globale :
si 'on posséde un recouvrement ouvert d’une variété différentiable et, pour chaque
ouvert, une application différentiable & valeurs dans R et que ces applications coinci-
dent sur les intersections, on veut définir une application différentiable globale dont
les restrictions sont les fonctions de départ. Les structures qui permettent ce passage
du local au global sont les faisceaux (définition 2.1.8).

Les premiers éléments de la théorie des faisceaux ont été mis au point par Jean
Leray dans ses travaux sur la topologie algébrique (en partie réalisés alors qu’il était
prisonnier dans un camp, en Autriche, entre 1940 et 1945) publiés en 1946. Différents
développements ont été réalisés postérieurement par Cartan, Grothendieck et Serre
(un développement historique plus précis peut étre trouvé dans [DD89]).

Dans cette section, on présente les notions de pré-faisceau et faisceau sur un es-
pace topologique, celle de morphismes de pré-faisceaux, ainsi que leurs premiéres pro-
priétés : injectivité et surjectivité, suites exactes, premier théoréme d’isomorphisme,
etc. On étudie ensuite les foncteurs d’image directe et d’image inverse, qui permettent
de passer d’un faisceau sur un espace topologique a un faisceau sur un autre espace
et qui jouent un role fondamental dans I’étude des schémas, qui sont présentés plus
bas. Enfin, on termine par I’étude des recollements de faisceaux.

2.1.1 Premiéres définitions

Notation 2.1.1
Soit X un espace topologique. On note Jx la catégorie ayant pour objets les ouverts

25
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de X et pour morphismes les applications identité et les inclusions.

Définition 2.1.2 (Pré-faisceau (définition générale))
Soit X un espace topologique et € une catégorie. Un pré-faisceau sur X a valeurs
dans € est un foncteur contravariant de X dans €.

Exemple 2.1.3
Si M est une variété différentiable, on obtient un pré-faisceau sur s a valeurs dans
Set, la catégorie des ensembles, en considérant le foncteur C*°(—, R).

Pour certains auteurs, il est nécessaire que la catégorie ¥ posséde un objet ter-
minal T et que () soit envoyé sur T. J’adopte ici ce point de vue, pour suivre ce
qui est fait dans [Har77| et utiliserai uniquement ¢ = Ab (voire, occasionnellement,
% = Rng). Ainsi, la définition devient :

Définition 2.1.4 (Pré-faisceau)
Soit X un espace topologique. Un pré-faisceau sur X est un foncteur contravariant

F de Tx dans Ab tel que F (D) = 0.

Notation 2.1.5
Pour un tel pré-faisceau, on note pyy : F(U) — % (V) le morphisme associé aux
ouverts V' C U. De plus, si s € F(U), puy(s) pourra étre noté sy .

Les applications pyy ci-dessus sont appelées restrictions tandis que F(U) est
appelé objet des sections de F sur U.

Convention 2.1.6

Dans ce qui suit, sauf mention du contraire, un faisceau désignera toujours un faisceau
sur un espace topologique X et U ainsi que V seront utilisées pour désigner deuz
ouverts de X.

Définition 2.1.7 (Morphismes de pré-faisceaux)
Soient F et G deux pré-faisceauz sur X. Un morphisme de F vers 4 est une trans-
formation naturelle o : F — 4 .

Définition 2.1.8 (Faisceau)
Soit X un espace topologique. Un pré-faisceau F sur X est un faisceau s’il satisfait
auz conditions supplémentaires suivantes :

(i) Si U est un ouvert possédant un recouvrement ouvert {U;}icr et si s € F(U)
est tel que s‘U_ = 0 pour tout i, alors s = 0.

(1) Si U est un ouvert possédant un recouvrement ouvert {U;}ier et si s; € F(U;)
: sl ‘ - C
est une collection d’éléments telle que SZ‘UmUj = SJ}UmUj pour tous i,j € I,

alors il existe s € F(U) tel que S‘U_ = s; pour tout i.

Remarques 2.1.9 (i) La condition (i), appelée parfois condition de localité, est
équivalente a dire que si s,t € . (U) sont tels que s‘U‘ = t}U‘ pour tout ¢, alors
s =1.
(ii) La premiére remarque implique que le s donné en (i) est unique.
(iii) Sil’on choisit un groupe abélien A et que l'on pose #(U) = A pour tout ouvert
U non-vide et que X contient deux ouverts disjoints, il est facile de voir que

la condition (i7), appelée parfois condition de recollement, pourra étre mise en
défaut.
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Notation 2.1.10
La catégorie ayant pour objets les faisceaux sur un espace topologique X et les mor-
phismes données par la définition 2.1.7 est notée Ab(X).

Exemple 2.1.11 (Faisceau des applications réguliéres)
Pour une variété X, le foncteur O (voir remarque 1.2.25 page 18), restreint & T, est
un faisceau '. Soit U un ouvert de X et {U;};es un recouvrement ouvert de U.
(i) Supposons que s € O(U) soit tel que S’Ui = 0 pour tout i. On a alors s = 0 (en
fait, il suffirait que 5’U¢ = 0 pour un ).

(ii) Si s; € Z(U;) est une collection d’éléments telle que Si{UimUj = Sj’UmUj pour
tous 4,5 € I, alors on peut définir une application s : U — K. Le fait que la

régularité est une condition locale implique que s est réguliére.

Exemple 2.1.12 (Faisceau des applications localement constantes)
Si pour tout espace topologique Y on note par C(Y') 'anneau des fonctions de Y dans
K qui sont localement constantes, alors on obtient un faisceau C.

Exemple 2.1.13 (Faisceau constant)
Soit X un espace topologique et A un groupe abélien, que I’on considére muni de la
topologie discréte. On pose alors, pour tout ouvert U de X

FU)={f:U— A|f continue}.

Il est clair qu’il s’agit d’un faisceau. On I'appelle faisceau constant dans A. On con-
state que si U est un ouvert connexe non-vide, alors .# (U) = A. En effet, si 'on fixe
u € U, on peut définir ’homomorphisme surjectif suivant :

po: FU)— A
fr— f(u).
Si o(f) = »(g), alors (f — g)"1({0}) # 0 est ouvert et fermé, ce qui implique que
f=g9

Exemple 2.1.14
Pour X = R, le pré-faisceau U — .#(U) des fonctions Lebesgue-intégrables sur U
n’est pas un faisceau. En effet, si I'on considére le recouvrement de R constitué des
U, = ] — %, % [, la fonction f, : U, — R, z —— 1 est intégrable mais ne l’est pas sur
R, ce qui met en défaut la condition de recollement.

La prochaine construction utilise les limites directes (ou inductives). Leur défini-

tion et quelques exemples se trouvent dans [Gugl0].

Définition 2.1.15 (Germes d’un pré-faisceau)
Soit F un pré-faisceau d’un espace topologique X et x € X. On vérifie que [’'ensemble
des voisinages ouverts de x, muni de la relation d’ordre

U<V&eVcU

est un ensemble filtrant et que cela induit un systéme inductif. On pose alors
Fy = hg F(U),
zelU

ot U parcourt tous les ouverts contenant x. Ce groupe est appelé germe de F en x.

1. Au vu de la définition de O, on comprend mieux pourquoi les morphismes pyyv sont appelés
applications de restriction.
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La caractérisation de la limite inductive de groupes implique que deux représen-
tants (U, s) et (V,t) sont dans la méme classe si et seulement s’il existe un voisinage
ouvert W de x contenu dans U NV tel que s|y = t|w.

Notation 2.1.16
Afin d’alléger Pécriture, on notera parfois [U, s] au lieu de [(U, s)], pour désigner la
classe de (U, s).

Exemple 2.1.17

Dans le cas ou .Z est le faisceau des applications réguliéres, la condition s|y = t|w
est équivalente & dire que les applications s et ¢ coincident sur un voisinage ouvert
W de z. Ainsi, on trouve que .#, est ’anneau local O, x.

2.1.2 Premiéres propriétés

Le fait qu'un morphisme « : % — ¥ soit une transformation naturelle implique
que cela induit un morphisme de systémes inductifs, c’est-a-dire que le carré central
du diagramme suivant commute pour tous x € V C U :

U a(U)

¢U)

F(U)
%/
\
FWV) —7>9(V)

Dans ce cas, la propriété universelle de la limite directe entraine 1’existence d’un ho-
morphisme a : %, — ¥, pour tout x.

Sauf mention du contraire, tous les (pré-)faisceaux considérés sont sur le méme
espace topologique X.

Proposition 2.1.18

Soit X un espace topologique ainsi que F et G deux faisceauz sur X. Un morphisme
o F — G est un isomorphisme si et seulement si o, est un isomorphisme pour
tout x.

Démonstration. Si « est un isomorphisme, alors chacune de ses composantes oy est
aussi, ce qui implique que I’homorphisme induit o, : %, — ¥, est un isomorphisme
pour tout z.

Réciproquement, supposons que « soit un isomorphisme pour tout x. Pour montrer
que « est un isomorphisme, il faut voir que pour tout ouvert U, ay : F(U) — 4(U)
est un isomorphisme. On se donne donc un ouvert U.

Supposons que s € Z (U) est tel que ap(s) =0, ce qui implique que pour tout x € U
on a

o ([U,s]) =0 € %,

et l'injectivité de a, entraine que [U,s] = 0. Ainsi, pour tout x € U, il existe un
ouvert V,, (on peut supposer que V, C U) tel que s’v = 02. Les V, formant un

2. On rappelle que dans le cas d’une limite inductive li_n)liel G, le fait qu'un élément g € G soit
tel que [g] = 0 revient & demander D’existence d'un k tel que ¢,x(g) =0
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recouvrement ouvert de U, on obtient s = 0, comme désiré. Ainsi, ay est injectif.
Soit maintenant ¢ € ¥ (U). Par hypothése, il existe pour tout = € U un élément
5, € F; tel que ay, (555) = [U,t]. Cela entraine I'existence d'une collection d’ouvert
W, C V, C U tels que Ocvm(sgc)‘wz = t‘Ww. En fait, quitte a remplacer s, par
pv,w, (8z), on peut supposer que s, € W,. On remarque que pour tous z,y € U,
on a

QWI(SI)‘Wszy - t‘WImWy = aw, (Sy)|WmWy‘

Cette égalité, la naturalité de a et l'injectivité des oy démontrée ci-dessus entraine
que la propriété (ii) de .# est vérifiée. On obtient donc l'existence d'un s € F(U) tel
que S}W = 5z. On doit encore vérifier que s est bien envoyé sur ¢ par ay. Puisque
l'on a QU(S)‘WZ = t‘Wm pour tout z, on trouve ay(s) = t, comme désiré. O

L’usage des germes peut paraitre un peu étrange et moins intuitif, au départ.
Cependant, on verra qu’ils possédent des bonnes propriétés. De plus, pour un mor-
phisme o : F — ¥4, les o, déterminent o de maniére compléte, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 2.1.19

«
Soient 3‘\? 9 deur morphismes de faisceaux tels que ap = By pour tout x € X.

Alors o = 3.

Démonstration. Soit U un ouvert de X et s € #(U). Pour tout z € U, on a

[aU(S)] = O‘I([Uv 8]) = 61?([[]7 3]) - [BU(S)]

Ainsi, pour tout x € U, on a lexistence d’un ouvert W, contenu dans U tel que
aU(s)‘W = BU(S)’W . Puisque les W, forment un recouvrement ouvert de U, la
condition de localité implique ay(s) = Sy (s). O

Définition 2.1.20

Soit o 1 F — 9 un morphisme de pré-faisceauz. On définit le pré-faisceau noyau, le
pré-faisceau image et le pré-faisceau co-noyau comme étant le pré-faisceau définit par
U keray, U— imay et U — coker oy respectivement.

Remarques 2.1.21 (i) Il s’agit en effet de pré-faisceaux. Par exemple, si U C V,
I'application induite pour les ker est la restriction de pyy a ker ayy. Les autres
cas se traitent de maniére analogue.

(ii) Si .Z et 4 sont des faisceaux, alors ker o est un faisceau. Pour voir cela, on
considére un ouvert U de X et un recouvrement ouvert {U;}, ¢ € I, de U. Si
s € (kera)(U) = keray est tel que S‘Ui = 0, pour tout ¢ € I, alors s = 0,
puisque % est un faisceau.
On considére maintenant une collection d’éléments s; € (ker a)(U;) telle que

Silginu, = Sj}UimUj pour tous ¢,j € I. Le fait que % soit un faisceau entraine
Pexistence de s € .Z(U) tel que S‘U’_ = s;. Pour voir que s € (kera)(U), on
calcule : L

ay(s) v, = O (S‘Ui) =ay,(si)) =0, Viel.

Puisque ¢ est un faisceau, on a ay(s) = 0, comme désiré. Ainsi, ker o est bien
un faisceau.
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Le passage d’un pré-faisceau a un faisceau se fait en rajoutant des conditions pour
qu’un comportement local se répercute de maniére globale et la proposition suivante
rend compte de ce fait. D’'une maniére générale, les faisceaux mettent en évidence le
principe bien connu « think globally, act locally ».

Définition 2.1.22 (Faisceau associé a un pré-faisceau)

Soit F un pré-faisceau. On dit qu’un couple (F1,0), ot FT est un faisceau et
0 : F — FT est un morphisme, est le faisceau associé au pré-faisceau # s'il
satisfait la propriété universelle suivante : pour tout foisceau & et toul morphisme
a: F — G, il existe un unique morphisme 3 : FT — G tel que le diagramme
sutvant commute

Proposition 2.1.23
Si un tel faisceau existe, il est unique & isomorphisme preés.

Démonstration. Supposons que (ZT,0) et (#',0) sont deux couples satisfaisant la
propriété universelle. En prenant 4 = . et a = 6 on remarque qu’avec 8 = id, le
diagramme commute (et ce morphisme est le seul faisant commuter le diagramme,
dans ces conditions). En appliquant successivement la propriété universelle a #*
avec ¥ = F1 et & Ft avec ¥ = ZT on obtient Iexistence de deux morphisme
B:Ft — Ftetf: Ft — FT telsque § = B30 et = B0, ce qui est résume
dans le diagramme commutatif suivant :

F—"s gt
/
0 /
Yo
ﬁ-‘r
On a donc 0 :~ﬁ~ B0, ce qui implique que BB = id z+. Un raisonnement analogue
entraine que 33 =idz,. Ainsi, F1 = .F+, O

Proposition 2.1.24
St F est un faisceau, il satisfait la propriété universelle ci-dessus, ce qui implique que
Fx2FT,

Démonstration. Si ¥ est un faisceau et o : .% — ¢ un morphismse de pré-faisceaux,
on constate que % satisfait la propriété universelle en prenant § = «. Ainsi, par la
proposition précédente, F = FT. O

Convention 2.1.25
SixeUCX etge Z(U), on notera a partir de maintenant g, pour la classe de g
dans lim .7 (V).

zeV
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Proposition 2.1.26 (Existence du faisceau associé a un pré-faisceau)
Soit F un pré-faisceau. Alors son faisceau associé F+ existe>.

Démonstration. Tout au long de cette preuve, U désigne un ouvert quelconque de X.

Définition de .Z+ On va considérer les applications f : U — J, oy F» qui satis-
font les deux propriétés suivantes :

(x) Pour tout x € U, f(z) € Z,.

(xx) Pour tout z € U, il existe un voisinage ouvert V, de z inclus dans U et un
élément t € F(V,) tel que pour tout y € V,, le germe ¢, de ¢ en y est égal

a f(y).

On pose alors

FHU) = {f U — | Z | f satistait (x) et (**)}.
zeU

Structure de groupe La condition (x) nous permet de définir la somme de deux
fonctions terme a terme (puisque chaque %, est un groupe).

Fonctorialité Si V' et W sont deux ouverts avec V' C W, on obtient une application

FTW) — FH(V)

f—fly

et le fait que les conditions (x) et (%) soient locales implique que f ‘V appartient
bien a .Z (V). Les deux autres propriétés sont évidentes, avec le choix de la
restriction comme application de restriction.

Pré-faisceau L’application () vérifie les propriétés demandées, ce qui implique que
F1(0)=0.

Condition (i) Supposons que {U;}ier soit un recouvrement ouvert de U et que f €
FT(U) est telle que f‘U‘ = 0 pour tout ¢, alors on a f =0 sur U.

Condition (ii) A nouveau, on considére {U;};c; un recouvrement ouvert de U et
fi € FT(U;) une collection d’applications telle que que f;

|UimUj =1 U;NU;
pour tout couple (4, j) € I x I. On définit une application [ : U — (U, ey Fo
de la maniére suivante : pour z € U, on choisit 'un des ¢ € I tel que xz € U;
et on pose f(z) = f;(x). Par hypothése cette définition ne dépend pas du choix
de i. La condition (x) est vérifiée puisqu’elle 'est sur chaque ouvert. Soit © € U
et © € I tel que x € U;. Par hypothése, on a 'existence d’un ouvert V, contenu
dans U; et t € Z(V;) tel que pour tout y € V; on ait t, = fi(y). Puisque f;
coincide avec f sur V,, on obtient (%x).

Morphisme On construit 'application suivante :

Oy : F(U) —= F+(U)
9> bu(g) : U —Uyev 7y

T h——-> gz

On constate qu’il s’agit d’un homomorphisme de groupes et que les conditions
(%) et (%*) sont vérifices pour Or7(g), quel que soit g. Pour montrer la naturalite

3. En anglais, o ’on appelle un faisceau sheaf, le procédé associant a un pré-faisceau son faisceau
est appelé sheafification. Malheureusement, on ne dipose pas en frangais d’un aussi joli mot.
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de 0, on considére deux ouverts U et V de X tels que V. .C U et g € F(U).
Pour tout x € V, on a

0u(9)|, (2) = 9 = (9lv), = Ov (g],) (),

ce qui implique que les applications 9U(g)|v et Oy (g‘v) entrainent la naturalité
de 6.

Propriété universelle Soit ¢4 un faisceau, o : # — ¥ un morphisme et f une

application de .Z T (U). Pour tout z € U, on a l'existence d'un ouvert V, avec
x €V, CU et d'un élément t* € .% (V) tel que pour tout z € V,, on ait f(z) =
tZ. Si y est un autre élément de U, les germes de t* et t¥Y sont égaux pour tout
z € Vp NV, ce qui implique que tx‘\/.mvy = ty‘v,mvy' Cette derniére propriété
sera aussi vérifiee pour les images de t* et t¥ par ay, et ay,, respectivement.
Il existe donc un éléement ¢t € 4 (U) tel que t’Vz = ay, (t*) pour tout z, ce qui
nous ameéne a poser : fy(f) =t. Si f est 0, la condition (i) nous assure que f
sera envoyée sur 0. Maintenant, considérons deux applications f,g € .Z(U) et
des éléments t, s,r € F(U) tels que

Bu(f) = alt), PBulg) =als), Bu(f+g)=alr)

Pour tout € U et tout z € V, (en fait ce V, est 'intersection des 3 donnés
précédémment), on a que
ry =1, + 5.

Quitte a restreindre (encore) les V,, on peut supposer que cela implique I'égalité
r¥ = t* + s* et la condition (7) entraine que r = t + s. Ainsi, Sy est bien un
homorphisme de groupes.

Soient V' C U deux ouverts ainsi que t € .F(U) et s € .Z (V) tels que Sy (f) =
ay(t) et By (f|V) = ay(s). On aimerait voir que t‘v = s, ce qui entrainera que
BU(f)}V = By (f‘v) et donc que 8 est bien un morphisme. Pour tout z € V,
on peut trouver z € V, C V, suffisament petit, pour qu’on ait t’vz = t7 et

s|,, = s*. Pour tout z € V,, on a t¥ = f(z) = s¥ et, quitte & restreindre V,,

Ve
on a (t|y)* = s*. Ainsi, la condition (i) implique que t‘v = s, comme désiré. Si
B FT — 4 est un autre morphisme tel que /0 = o, on a pour tout ouvert

U et tout fe . FH(U):

Bu(f) = au(t) = By bu(t) = By (fi),

ot fi : U — Uyey Fo est application qui envoie x sur t,. Pour un x € U et
son V, associé, on a

f)y=t= (), V2eVi

c’est-a-dire que fi(z) = f(z) pour tout z € V,. Ainsi, f; = f sur U et donc
Bu = By
O

Remarque 2.1.27

Yoshifumi Tsuchimoto propose sur sa page internet [Tsu07] une autre maniére, peut-
étre plus naturelle, de construire le faisceau associé & un pré-faisceau. Partant d’un
pré-faisceau .%, on construit un pré-faisceau .# 1!, qui satisfait la condition de localité.
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Puis, partant de .#!, on définit un faisceau .#2. La construction de .#! se fait en
deéfinissant sur .# (U) la relation d’équivalence suivante : deux éléments s,t € % (U)
sont équivalents s’il existe un recouvrement ouvert {U;}, i € I tel que S‘Ui = t!Ui,
pour tout i. On pose .F1(U) = .Z(U) /., et par définition I’addition de deux classes
se fait via ’addition de deux représentants. On vérifie facilement que I'on octient une
opération bien définie.

Pour tout recouvrement ouvert {U;}, ¢ € I, de U, on définit :

FHU{UY) = {s e[[7'W):s
el

UiﬂUj = Sj UiﬂUj}‘

Ainsi, les éléments qui satisfont la condition de recollement sont ceux qui proviennent
effectivement d’un élément définit sur un ouvert plus grand. On pose finalement

FU) = lim F2(U{U3}),
{Ui}

oit I'ordre sur I'ensemble des recouvrements est U'inclusion. Il reste a vérifier que %2
satisfait toutes les propriétés demandées.

Exemple 2.1.28
Pour un espace topologique X, on considére pour chaque ouvert U de X :
(1) #'(U) comme étant I’ensemble des fonctions localement continues de U dans
R;
(ii) Z"(U) le sous groupe de .#'(U) constitué des fonction constantes.
On définit alors le pré-faisceau .7 (U) = 9’(U)/y//(U). Si f € .Z(U) est une fonction
localement constante, il existe un recouvrement ouvert U;, ¢ € I de U tel que f }U‘ soit
constante pour chaque i. Cependant, si X n’est pas connexe, # (U) peut ne pas étre

zéro, ce qui implique que % n’est pas forcément un faisceau. Si X n’est pas connexe,
on aura .Z#1(U) = {0} dans le procédé décrit dans la remarque ci-dessus.

Proposition 2.1.29
Soit v € X. Alors Fy = (FT) .

T

Idée. On considére le morphisme 6 : . % — .# T, comme dans la preuve de la proposi-
tion 2.1.26. Ce morphisme induit un homomorphisme ¢ : %, — (ﬂﬂz, qui envoie
se Z(U)sur fs:

fo:v—J 2,
yeVv
Y = Sy.

O

Définition 2.1.30 (Sous-faisceau)

Un sous-faisceau d’un faisceau F est un faisceau F' tel que pour tout ouvert U,
F'(U) soit un sous-groupe de F(U) et que les applications de restriction soient celles
induites par les applications de restriction de % .

Remarques 2.1.31 (i) Cette définition implique que pour tout x € X, %, est un
sous-groupe de .Z,.
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(ii) Si a: F — ¢4 est un morphisme de faisceaux, alors le pré-faisceau noyau de
a, tel que défini ci-dessus, est un sous-faisceau de .%.

Définition 2.1.32 (Noyau d’un morphisme)

Le noyau d’un morphisme de faisceaus o : F — 4 est le pré-faisceau noyau de F .
Il est noté kerav (il s’agit en fait d’un faisceau, comme montré au point (ii) de la
remarque 2.1.21).

Définition 2.1.33 (Morphisme injectif)
Un morphisme de faisceaur o : % — 4 est dit injectif si kera = 0.

Par définition du noyau d’un faisceau, « est injectif si et seulement si chaque
ay + F(U) — 4(U) lest. Par contre, cette équivalence ne sera pas vraie pour la
surjectivité.

Définition 2.1.34 (Image d’un morphisme)
L’image d’un morphisme de faisceaur o : F — 9 est le faisceau associé au pré-
faisceau image de o Elle est notée im «.

Remarque 2.1.35

Dans la définition de l'image, il est nécessaire de considérer le faisceau associé car
le pré-faisceau image peut mettre en défaut la condition de recollement. Pour cela,
on choisit X = C\ {0} et, pour tout ouvert U de X, on définit . (U), respective-
ment ¢4(U), comme étant I'ensemble des fonctions holomorphes sur U, respectivement
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U qui ne s’annulent pas. On constate que
la fonction exponentielle induit un morphisme de % dans ¢ via composition.

Pour tout ouvert simplement connexe de X, on considére la fonction holomorphe log
définie via 'intégration de 1 d'un point z fixé & z (voir IIL6 de [Lan99]). Si on pose

U={2z€C:Rez>0}, V={2€C:Rez<0}

on a X = U UV. Ainsi, l'application identité appartient a % (U) et a % (V) et si
le point zg appartient & U NV, les hypothéses de la condition de recollement sont
satisfaites alors que l'application identité n’est pas dans 4(X), puisque le logarithme
complexe n’existe pas sur X.

Proposition 2.1.36
Soit o 1 F — G un morphisme injectif de pré-faisceaux. Alors le morphisme induit
o est injectif.

Démonstration. On a le diagramme commutatif suivant :

FEeg =gt

_ 7
P
Ft
Afin de montrer que a™ est injectif, on considére une application f € .ZT(U) telle
que at(f) = 0. On proceéde maintenant de la méme maniére que dans la preuve de
la proposition 2.1.26 : pour tout « € U, il existe un voisinage ouvert V, de x contenu
dans U et un élément t* € .7 (V) tel que f(y) = (t*)y, pour tout y € V. La condition
de recollement sur .% nous fournit un t € .Z (U) tel que t‘vz = t*¥ pour tout x et par
hypothése on a pyay(t) = 0. Cela entraine que ay(t), = 0 pour tout z € U. Ainsi,
pour tout z, on obtient un ouvert W, contenant z (on peut le supposer inclus dans
U) tel que O‘U(t)‘wz = 0. La condition (i) sur ¢ implique que ay(t) = 0 et donc
t = 0. Ainsi, f =0, comme désiré. O
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Corollaire 2.1.37
Si o F — 4G un morphisme de faisceauz, alors l'image de o peut-étre identifiée a
un sous-faisceau de 9.

Démonstration. On considére le morphisme d’inclusion du pré-faisceau image dans
¢. La proposition précédente et la propriété universelle impliquent qu’il existe un
morphisme de faisceaux injectif de im o dans ¥+ = ¢, comme désiré. O

Définition 2.1.38 (Morphisme surjectif)
Un morphisme de faisceaur o : F — 9 est dit surjectif si ima = 9.

Définition 2.1.39 (Faisceau quotient)
Soit .F un faisceau et .F' un sous-faisceau de .F. On définit le faisceau quotient
F [ comme étant le faisceau associé au pré-faisceau U — ﬁ(U)/gl(U>.

Proposition 2.1.40
On a un isomorphisme canonique enlre 9}/93/3 et (F/z),.

Démonstration. Soit x € X. On considére ’homomorphisme de groupes
¢ Fo — Im FU)/7/(U)
zelU
U, 9] — [U,g+F'(U)].

La surjectivité et le fait que .#. C kerp sont clairs. Pour lautre inclusion, sup-
posons que cp([U, g]) = 0, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert V contenant U tel que
g‘v appartient & .Z'(V). On a donc (U, g) ~ (V,g|v), ce qui implique [U, g] € Z#.,
comume c.iésiré. Ainsi, on a 950/93/3 =lim ﬂ(U)/y/(U). On conclut en utilisant la
proposition 2.1.29. O

Définition 2.1.41 (Conoyau)
Le conoyau d’un morphisme de faisceaux o : F — 4 est le faisceau associé au
pré-faisceau conoyau.

Proposition 2.1.42

Soit o : F —> G un morphisme de faisceaux et x € X. Alors :
(i) (kera),; = ker ay.
(i) (Ima), = imay.

Démonstration. (i) Soit t, € (ker«),. Alors, il existe un ouvert V et t € F# (V)
tel que t, = [V t] et ay(t) = 0, ce qui implique que a,(t;) = ay(t) = 0.
Réciproquement, si t, = [V,t] € kera,, alors il existe un ouvert W tel que
Oév(t)‘w = 0, ce qui implique que ¢, € (ker a),, par naturalité de .

(ii) Se montre de maniére semblable & (i), en utilisant la proposition 2.1.29.

O
Corollaire 2.1.43
Soit a1 F —> 4 un morphisme de faisceaux. Alors :
(i) « est injectif si et seulement si av, est injectif pour tout x.
(i) « est surjectif si et seulement si o est surjectif pour tout x.
. i—1 . % .
(i) Une suite de faisceaur ... Fil s gl S gt ... est exacte en

F si et seulement la suite correspondante est exacte en F. pour tout x € X.
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Remarque 2.1.44

En fait, un conflit de terminologies et le corollaire ci-dessus peuvent induire en erreur.
Dans la preuve de la proposition 2.1.18, on a vu que pour montrer que la surjectivité
de «, implique celle des ag, on utilise U'injectivité des ag. Ici, il faut bien voir la
condition de surjectivité de o comme le fait que ima = ¢, ol im« est le faisceau
associé au pré-faisceau U — im ay.

Proposition 2.1.45 (Premier théoréme d’isomorphisme)
Soit o : F — 4G un morphisme de faisceauz. Alors ima = F [yor o

Démonstration. On utilise la proposition 2.1.18, la remarque précédente ainsi que la
proposition précédente et son corollaire. On a :

ima =7 [kerq & (ma)e = (F /kera)y, Y2 €X
& imay, = (ﬁx/(ker Oé)x) , VreX
& im ay, & (ﬁx/keram>a Vo € X,
qui provient du cas des homomorphismes de groupes. O

Proposition 2.1.46 (i) Soit F' un sous-faisceau d’un faisceau F. Alors la suite
suivante est exacte :

0 F! F F g —=0

(i) Réciproquement, si la suite de faisceaux 0 F' F F 0 est
exacte, alors F'est isomorphe & un sous-faisceau F. de F et F" est isomorphe
au quotient de F par ce sous-faisceau.

Démonstration. (i) Cette suite est exacte si et seulement si la suite suivante est
exacte pour tout x € X :

Or, le fait que #’ < .7 implique que .%’, est un sous-groupe de .%,, pour tout
x, ce qui entraine ’exactitude de la suite.

(ii) On considére la suite exacte

0 g2 g P gn 0.

Le fait que « soit injectif entraine que chaque ay est injectif et, pusique I'image
d’un morphisme peut étre identifiée & un sous-faisceau du codomaine, on obtient
que .7’ est isomorphe & un sous-faisceau %, de .%. On obtient ensuite :

ﬁ/kerﬁggﬁjy/imagﬁ”
= F /g =2 F".
]

Proposition 2.1.47 (Faisceau produit)
Soient F1 et Fo deux faisceaur. On considére le pré-faisceau produit &2, qui associe
a chaque ouwvert U le produit #1(U) x Fo(U). Alors, il s’agit d’un faisceau.
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Démonstration. Le résultat provient du fait que pour tout couple d’ouverts V. C U
et tout couple (s,t) € F1(U) x F2(U), on a

(Sut)‘v = (S‘V,t’v).
O
Proposition 2.1.48

Soient F1 et Fo deux faisceauz. Le faisceau produit définit ci-dessus est le produit
des faisceaur F1 et Fo au sens catégorique.

Démonstration. On se donne deux collections d’applications :
PP — F, i=1,2,
pir 2 PU) — Fi(U), (51, 82) — 4,
et I’on constate qu’il s’agit de morphismes de faisceaux. Supposons maintenant que

S soit un faisceau et que ¢ : # — Z; soient des morphismes pour i = 1,2. On
définit alors le morphisme

oa: H — P
ay : HU) — 2(U),s —> (ql(s),qQ(s)),

et Uon veérifie qu’il est tel que p'a = ¢*, pour i = 1,2 et qu’il est le seul ayant cette
propriété. [

Définition 2.1.49 (Produit de faisceaux)
Si .F et G sont deux faisceauz, leur produit est noté F X 4.

On remarque que, jusqu'a maintenant, on s’est contenté de parler de faisceaux
sur un seul espace topologique. Si I'on se donne deux espaces topologiques X et Y
ainsi qu’une application continue f : X — Y, on aimerait pouvoir définir via cette
fonction un foncteur de Ab(X) vers Ab(Y) et inversément.

Définition 2.1.50 (Image directe)
Soient X, Y et f comme ci-dessus et F un faisceau sur X. L’image directe de F
par f est le faisceau fo.F qui associe G chaque ouvert V de Y le groupe ﬁ(f_l(V)).

Définition 2.1.51 (Image inverse)
Soient X, Y et f comme ci-dessus et G un faisceau sur Y. L’image inverse de ¥ par
f est le faisceau f~19 associé au pré-faiscean U — hﬂf(U)ch(V)’ ou V parcourt

lensemble des ouverts contenant f(U).

On vérifie que dans ces deux définitions on obtient bien des faisceaux sur Y,
respectivement X.

Sia:.F — F est un morphisme de faisceaux sur X et si V est un ouvert de
Y, on peut définir

(fra)v = ap1qyy: ﬁ(ffl(v)) — Z (ffl(v))-

Dans lautre cas, si 8: 9 — ¢’ est un morphisme de faisceaux sur Y et si U est un
ouvert de X, le morphisme

B g 9V) — lig (V)
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est induit par la propriété universelle des limites directes. Si ’on note hg% et hﬂg/
les deux pré-faisceaux liés a ces limites, on a

%g o) mg/ ?f_lg,

—
—
—
—
—
—
—
—

el

par la propriété universelle du faisceau associé. On vérifie que 'image directe est un
foncteur de Ab(X) vers Ab(Y) tandis que I'image inverse est un foncteur de 2Ab(Y")
vers Ab(X).

Définition 2.1.52 (Restriction d'un faisceau)
Soit Z un sous-ensemble d’un espace topologique X et i : 7 ——=X linclusion. Si
F est un faisceau sur X, on appelle i~'.F la restriction de .F a Z, ce que l'on note
7,

Z

Proposition 2.1.53
Pour tout z € Z, on peut identifier (9\2)2 avec F,.

Idée. On considére 'application :

Y lim lim F(V) — lim F(V)
zeUCZ UCV zeV
[Uv [‘/7 SH — [‘/? S]’

et I'on utilise la proposition 2.1.29. O

Remarque 2.1.54
En fait, si f : X — Y et 4 € 22Ab(Y) on peut identifier (f_lg)z et Yr(z)- En
particulier, le foncteur f~! est exact, par le corollaire 2.1.43.

Proposition 2.1.55
Les foncteurs f=1 et f. sont adjoints.

Démonstration. On considére donc une application continue f : X — Y ainsi que
Z et 4 deux faisceaux quelconques sur X et Y respectivement. Comme ci-dessus,
on notera, de maniére abusive, %ﬂg pour le pré-faisceau sur X qui envoie U sur
hﬂf(U)cvg(V)’ de sorte que (hglg)Jr = flg.

Pour commencer, on montre qu’il existe un morphisme ¢ : f~1f,.# — Z. Le fait
que .Z soit un foncteur et la propriété universelle de la limite directe impliquent que
pour tout ouvert U de X les applications de restriction s’étendent en un morphisme
ey hﬂf*f((]) — Z(U) et ces applications forment les composantes d’un mor-
phisme de pré-faisceaux €’. La propriété universelle du foncteur associé nous fournit
le morphisme € : f~'f,.% — Z.

De méme, on aimerait exhiber un morphisme 1 : 4 — f.f~'%. Pour un ouvert
V de Y, le groupe (f*fflg)(V) est un petit peu compliqué & écrire. Cependant,
le fait que les germes d’un pré-faisceau soient isomorphes & ceux de son faisceau
associé et la remarque précédente nous permettent d’identifier ( I+ fflg)(V) avec
I'ensemble des applications f : f~1(V) — Uaceffl(v') Y(2), qui satisfont les deux
conditions données dans la construction du faisceau associé. Pour chaque t € ¢4(V),
on définit l'application ¢ : © —— ty) de maniére a avoir un homomorphisme
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vt G(V) — (fof'9)(V); ces différentes composantes nous donnent un mor-
phisme 7, comme désiré.

Afin de voir que f, et f~! sont adjoints, on doit montrer que ¢ est universelle de f~!
a f, c’est-a-dire que pour tout B comme ci-dessous, il existe un unique 7 tel que f~1v
rend le diagramme suivant commutatif :

3

feF .z F
A A
| \
0l Fivl
: 7 B
| |
@G f~'a

Pour un tel 3, on pose v = f,/3 on. On vérifie alors que f~!v fait bien commuter le
diagramme et que 7 est le seul morphisme ayant cette propriété. O

La proposition suivante met & nouveau en avant la nature locale des faisceaux.

Proposition 2.1.56 (Recollement de faisceaux)

Soit X un espace topologique et {U;}icr un recouvrement ouvert de X. Soit de plus,
pour tout i € I, un faisceau F; sur U; et pour tout couple (i,7) € I X I un isomor-
phisme ¥ . F; — F; tel que

U;NU; ‘UmUj
(i) ¢" =idy,, pour touti;
(i) pour tous i,j,k € I, p"* = @Ikl sur U; N U; N Uy,

Alors, il existe un unique faisceau .F sur X et des isomorphismes " : 35}& — %

tel que pour tous i,j on ait Y = 9t sur U; N Uj.

Démonstration. Pour un ouvert W de X, on pose W; = U; N W, pour tout i. On
définit alors :

FW) ={s € [T W)+ Glhem, (ilwaw,) = 5ilwo, Vird € 1}
el

ou 'on a omis d’écrire les classes pour ne pas surcharger la notation. Si V est un
ouvert inclus dans W, alors V; = U; NV C W;, ce qui implique que 'on peut définir
les applications de restriction composante par composante a partir de celles que 'on
posséde : si s € .F (W), on pose (s{v)i = si{vi, et 'on vérifie que c’est bien défini.
Les propriétés fonctorielles de .# proviennent de celles de .%;, du fait que tous les
morphismes sont des morphismes de groupes et des propriétés (i) et (i) des ™.
Supposons maintenant que {VJ }, 7 € J soit un recouvrement ouvert d'un ouvert V
de X.Onnote V; =V NU,;, V! = VIiNU;, pour tout i € I et j € J, ce qui implique
que pour tout ¢ les Vij forment un recouvrement ouvert de V N U; = V;, lorsque j
parcourt J. ‘

Sis e F(V) est tel que s‘vj = 0, alors, en notant V) = V/NU;, on a Si‘vvj =0
pour tout couple (i,7) € I x J et les propriétés des .%; impliquent que s = 0. Pour
la deuxiéme condition, on considére une collection d’éléments telle que s; € . (V7),
pour tout j, et telle que pour tous j,k € J on ait Sj‘VfﬂVk = Sk‘VjﬁVk' Cette égalité
et la maniére dont on a définit les applications de restriction impliquent que pour tout

1 €1l et tous j,k € Jona Sf ’V.jmv'k = s’f‘v_jmv_k. Puisque chaque .%; est un faisceau,

on obtient un ensemble de s; € .%;(V;) tel que si‘ ;= sz pour tous i, j. Le fait que

7
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les % soient définis sur des classes implique les égalités O v, (si
? J

)=s
Ainsi, .# est un faisceau. ’
On aimerait donner des isomorphismes 1)’ : J‘ — .%;. Pour cela, on fixe i € T
ainsi que V' C U;. Pour chaque ouvert W contenant V', on dispose d’une application
de Z (W) dans Z#;(V) (il s’agit de la restriction de la projection d’un élément sur sa i-
éme composante) qui est compatible avec les applications de restriction. La propriété
universelle de la limite directe nous donne donc un morphisme

s lim F(W) — F(V),
Vcw

et I'on vérifie que ces morphismes forment bien une transformation naturelle v :
~— Z#;. On remarque que la condition de commutativité sur ¥/ = " " est
satisfaite grace a la maniére dont on a défini .#.

L’injectivité des 1)y, provient du fait que les ¢ sont des isomorphismes : si s et ¢ sont
deux ¢léments de lim ﬂ*(W)Htels que Si‘v = ti‘v’ on trouve, en faisant varier j
et en utilisant la propriété des ¢7*, que toutes les composantes de s et ¢ sont égales.
Pour la surjectivité, soit s; € .%;(V). On pose pour tout j € I

sj = gogmvi (Si‘UmVi) e Z(UnNV;).

Alors, s; sera 'image de [V, s] dont les composantes sont données par les s;.
Supposons maintenant que (% ,ni) soit un autre couple de faisceaux/morphismes
satisfaisant les hypothéses. On obtient immédiatement des isomorphismes p; :

wi

ar ar.
7 U; o J’L

On fixe un couple (i,7) € I x I. Dans ce cas, la condition (ii) appliquée aux couples
(ﬁ wi) et (% ni) entraine que pi}U nu, = pj‘U o, On peut ainsi recoller (voir par
exemple, le lemme 2.2.52) les 1somorphlsmes pi en un isomorphisme p : F — 9,
comme désiré. O

Définition 2.1.57
Dans la pmposmon ci-dessus, on dit que l'on obtient F en recollant les %; via les
1somorphismes "

Pour finir cette section, on regarde un exemple dans lequel X désigne une variété
sur un corps algébriquement clos K et Ox est le faisceau des applications réguliéres
(voir exemple 2.1.11).

Exemple 2.1.58

Soit Y un fermé de X. Pour tout ouvert U de X, soit Iy (U) l'idéal de I’anneau Ox (U)
constitué des applications s’annulant sur YNU. Alors, le pré-faisceau U — Iy (U) est
un faisceau. Pour voir cela, on se donne un recouvrement ouvert {U; };cr de U. Puisque
les applications de restriction consistent effectivement en restrictions, la condition (7)
des faisceaux est vérifiée. Supposons maintenant que l'on se donne une collection

d’applications f; € Iy (U;) telles que fi‘UﬂU = fj’UﬂU‘, pour tout (i,7) € I x I.
i 7 i 7

L’hypotheése (i7) sur Ox nous donne une application f € Ox(U) telle que f‘U =U;.
A nouveau, on trouve que f est nulle sur U NY. On constate que le faisceau Iy est
un sous-faisceau de Ox.
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2.2 Schémas

L’intérét des schémas est de généraliser les variétés algébriques du premier chapitre.
On se rappelle que 'on peut associer & une variété algébrique affine Y son anneau
de coordonnées affines I'(Y) = KJzq,. .. ,:L'n]/A(y) et que I’étude des variétés affines
peut se ramener aux algébres réduites de type fini (théoréme 1.2.35). A la place d’'un
tel anneau de coordonnées, on choisit de considérer un anneau commutatif quelconque
R (qui peut, par exemple, ne pas étre intégre, ou contenir des éléments nilpotents).
Puisque les idéaux maximaux de I'(Y) sont en bijection avec les points de sa variété Y
(théoreme 1.2.28), on est tenté de considérer I’ensemble des idéaux maximaux de R.
Bien que cela soit parfois considéré (Grothendieck en parle en tant qu’ultra-schémas)
I'association n’est pas fonctorielle tandis que si 'on considére 'ensemble Spec R des
idéaux premiers de R, un homomorphisme d’anneaux R — S donne lieu & une ap-
plication entre Spec S et Spec R (puisque la pré-image d’un idéal premier est un idéal
premier). En fait, une fois que l'on considére la bonne topologie sur Spec R (défini-
tion 2.2.6) on a un foncteur de Rng dans Top. Dans une optique de généralisation, il
serait intéressant de pouvoir retrouver la donnée de 'anneau sous-jacent & partir de
son spectre; ici, cela n’est clairement pas possible (tout corps a un spectre constitué
du seul idéal 0). On associe alors & Spec R un faisceau d’anneaux (proposition 2.2.16)
et le couple obtenu est appelé schéma affine. On constate alors que les choix de départ
s’avérent judicieux car le foncteur Spec mentionné ci-dessus induit une équivalence
(contravariante) de catégories entre la catégorie des schémas affines et celle des an-
neaux -commutatifs et unitaires- (théoréme 2.2.53). On peut alors définir un schéma
comme un objet localement isomorphe (dans un sens a définir) & un schéma affine. La
derniére partie de cette section consiste en I’étude des propriétés de base des schémas
et ’on montre finalement que les schémas sont effectivement une généralisation des
variétés algébriques définies au chapitre précédent. Les ouvrages de références pour
cette partie sont [Har77| et [LE0G].

2.2.1 Spectre d’un anneau

Dans toute cette partie un anneau désigne un anneau commutatif unitaire et R
un tel anneau. Le lecteur qui n’est pas familier avec les localisations peut regarder les
concepts de base dans son livre d’algébre préféré, par exemple [Gri07].

Définition 2.2.1 (Spec)
Soit R un anneau. On note Spec R l'ensemble des idéaux premiers de R.

Remarque 2.2.2
Puisque la pré-image d’un idéal premier par un homomorphisme d’anneau est un
idéal premier, Spec est un foncteur contravariant de Rng dans Set.

Exemples 2.2.3 (i) Le spectre de Z peut étre identifié & P U {0}.

(ii) On considére l'inclusion ¢ : Z———Z[i]. Si P est un idéal premier de Z[i], alors
i~1(P) = PNZ est premier. Si PNZ = {0}, alors P = 0. En effet, si a+bi € P
alors a® +b> € PNZ et donc a+ bi = 0. Supposons donc que P = aZ[i] ne soit
pas trivial, ¢’est-a-dire que PNZ = pZ, avec € P. On ap € P et donc pZ[i] C P.
Ainsi, si p est congru a 3 modulo 4, pZ[i] est maximal et donc P = pZ[i]. Sinon,
le théoréme des deux carrés de Fermat implique que p = a?+4b? (a et b sont deux
naturels uniquement déterminés). Cela implique que o = a+bi ou aw = a—bi (les

deux autres cas donnent les méme idéaux). En résumé, Spec Z[i] est constitué :
— de l’idéal 0;
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— des idéaux du type pZl[i], pour p congru a 3 modulo 4;
— des idéaux du type (a + bi)Z[i] et (a — bi)Z[i], ot a® +b* = psi p =2 ou p
est congru a 1 modulo 4.
(iii) Le spectre d'un corps est trivial.

(iv) Le spectre de R[x] peut étre identifié & ’ensemble des polynomes irréductibles
unitaires auquel on ajoute 0, I’idéal nul.

Définition 2.2.4
A tout idéal I de R, on associe V(I) = {P € SpecR : I C P}.

Proposition 2.2.5
Soient I, J ainsi que {Iy}rex des idéauz de R. Alors :

(1) V(IJ) =vV(I)UuV(J);
(ii) V( ZkeK Ilc) = ﬂk;eK V(Ik) ;
(i1) V(I) C V(J) si et seulement si/J C /1.
Démonstration. (i) Si P est un idéal premier contenant I.J, alors il contient 'un

des deux idéaux. Reciproquement, si P € V(I) U V(J), on peut supposer que
I C P, ce qui implique que IJ C I C P.
(ii) Soit P € Spec R contenant ), Ir. En particulier, pour tout k¥ € K et tout
relg,onarée ZkeK I C P. L’autre inclusion est claire.
(iii) Si V(I) c V(J), I'intersection pour v/.J se fait sur plus d’idéaux que pour v/I, ce
qui entraine v/.J C /1. Si I'on suppose que V(I) ¢ V(J), on a I'existence d’un
P e SpecR tel que I C PetJ ¢ P, cequi contredit le fait que v/J C VI C P.
L]

Définition 2.2.6 (Topologie de Zariski)

On définit une topologie sur Spec R de la maniére suivante : un ensemble V- C Spec R
est fermé si et seulement s’il s’écrit V.= V(I) pour un idéal I. Cette topologie est
appelée topologie de Zariski.

Remarques 2.2.7 (i) Le fait que V({0}) = R et V(R) = 0, ainsi que les points
() et (ii) de la proposition précédente assurent qu’il s’agit effectivement d’une
topologie.

(ii) En fait, Spec est un foncteur contravariant de Rng dans Top.

Notation 2.2.8
Soit f € R. On note D(f) = Spec R\ V({f)).

Exemple 2.2.9
On revient au spectre X = SpecZ. Soit I’ un fermé propre de X, c’est-a-dire

F=V(n)={peP:pZo>nZ}={peP:p|n}.
Si U est un ouvert non-vide de X, on a
U =SpecZ\V(I)={0}u{peP:ptn}=D(n),

pour un n € N. En anticipant sur la proposition 2.2.18, on trouve que les germes en
(p) sont Zy et en 0, le germe est Z = Q.
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Proposition 2.2.10
Les D(f) forment une base pour la topologie de Zariski de Spec R.

Démonstration. Les D(f) recouvrent Spec R puisque p € D(f), pour tout f & p
(qui existe, puisque p est premier). Maintenant, si p est dans D(f) N D(g), alors
p € D(fg) C D(f)N D(g), puisque p est premier. Si U = Spec R\ V(I) est un ouvert
et p e U, alorsil existe f € T avec f ¢ pet 'onape D(f)CU. O

Proposition 2.2.11
Soit R un anneau et f € R. Alors f est nilpotent si et seulement si D(f) = 0.

Démonstration. On suppose que f est nilpotent et on considére P € Spec R. On
a fT =0 € P, ce qui implique f € P. Ainsi, P € V((f)) et donc D(f) = 0.
Réciproquement, si D(f) = 0, on a, par la proposition 2.2.18, Ry = 0. Ainsi, 0
appartient & I'ensemble {1, f, f2,...,}, ce qui implique que f est nilpotent. O

Proposition 2.2.12
Soit R un anneau. Alors Spec R est irréductible si et seulement si /0 est premier, ow
V0 désigne Uensemble des éléments nilpotents de R.

Démonstration. On suppose que Spec R soit irréductible et on considére f, g € R tels
que fg € V0, c’est-a-dire que (fg)¥ = f¥g¥ =0, pour k € Ng. On a alors

Spec R =V(0) = V(f*4*) = V((f*) - {¢") = V(f*) uV(g").

Puisque Spec R est irréductible, 'un des deux, disons V(f¥), est égal a Spec R. La
proposition précédente implique que f est nilpotent, entrainant que V0 est premier.
Reéciproquement, on suppose que v/0 est premier et on considére deux ouverts non-
vides U et V de Spec R. Comme dans la preuve de la proposition 2.2.10, on trouve
f.g € R tels que D(f) C U et D(g) C Vet D(fg) C D(f) N D(g). Puisque D(f) et
D(g) sont non-vides et que v/0 est premier, la proposition précédente implique que
D(fg) est non-vide, entrainant que U NV est non-vide. O

Proposition 2.2.13
L’espace topologique Spec R est compact.

Démonstration. On utilise la caractérisation par les fermés. Soit V;, ¢ € I, un ensemble
de fermés tels que pour tout J C I avec J fini, on a mjeJ V; # 0. Soit I; des idéaux tels
que V; = V(I;), pour tout i. Supposons que (\;c; Vi = 0, c’est-a-dire que ), .; I; = R
(point (77) de la proposition précédente). Ainsi, il existe J C I tel que 1 € Z]EJ I;,

ce qui entraine V(Y. I;) = 0, contradiction. O

jeJ

Proposition 2.2.14
L’espace topologique Spec R n’est pas forcément de Hausdorff.

Démonstration. 1l suffit de choisir un anneau contenant un idéal premier P non max-
imal. Alors, {P} ne sera pas fermé. O

Notation 2.2.15
Soit P un idéal premier de R. On note Rp la localisation par rapport a ’ensemble
multiplicatif R\ P.
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Proposition 2.2.16
Soit U un ouvert de Spec R. On considére les applications s : U — HpeU Ry, satis-
faisant les conditions suivantes :

(i) Pour toutp € U, s(p) € Ry.
(i) Pour tout p € U, il existe un voisinage ouvert V.C U de p et a, f € R tels que
pour tout €V, f ¢ q et s(q) = 5.
Si Uon définit O(U) comme étant l’ensemble des applications s satisfaisant ces deux
conditions, alors O est un faisceau d’anneaux sur Spec R (qui a comme produit le
produit d’applications).

Démonstration. Pour commencer, on constate que les fonctions identiquement 0 et
1 satisfont les deux conditions. Si s,¢ sont deux éléments de O(U) et V, W ainsi
que a,b, f,h sont les éléments donnés par la condition (i7), on trouve, pour tout
gevVnw: bf )

ag + a

s(q) + t(q) I7E s(q) - t(q) 7

avec fg ¢ q, puisque q est premier. Ainsi, chaque O(U) est un anneau. Pour deux
ouverts U’ C U, I'application de restriction est la restriction des fonctions, ce qui
entraine que O est un foncteur de J5pec g dans Rng. La condition (x) d'un faisceau
est vérifiee puisque 'on utilise des restrictions. Pour la condition (%), on recolle les
fonctions s; en une fonction s et le fait que les conditions (7) et (i) sont définies de
maniére locale implique qu’elles seront vérifiées par s. ]

Définition 2.2.17 (Spectre d’'un anneau)
Soit R un anneau. Le spectre de R consiste en l'espace topologique Spec R et du
faisceaw O défini ci-dessus.

Proposition 2.2.18
Soit (Spec R, O) le spectre d’un anneau R. Alors :

(i) pour tout p € SpecR, Oy = Ry, ;
(i) pour tout f € R, on a O(D(f)) = Ry, qui est la localisation en f (c’est-a-dire
par rapport o Uensemble multiplicatif {1, f, f2, f3,...});

(i) O(SpecR) = R.

Démonstration. (i) On commence par définir une application ¢ : O, — R}, qui
envoie [(U, s)] sur s(p). On constate que cette application est bien définie car
si § ~ g, on a l'existence d’un voisinage ouvert W de z sur lequel les deux
fonctions coincident. Puisqu’il s’agit d’une évaluation, 'application ¢ est un
homomorphisme d’anneaux. Si [(U, s)] est tel que ¢([(U, s)]) = 0, alors il existe
un voisinage ouvert V' de p tel que s‘v = 0, ce qui implique que s ~ 0, et donc
que @ est injectif. Soit maintenant % € Ry. On définit sur D(f) l'application s
qui envoie ¢ sur %, d’oll la surjectivité.

(ii) On construit une application ¢ : Ry — O(D(f)) : un élément fi’@ € Ry est
envoyé sur I'application
a

¢(;k> : D(f) — [ Rova— 4 € Rq,

k
peU f

qui est bien définie. Supposons que a,b € R et k, m € N soient tels que 9 <fik> =
P (}%), c’est-a-dire qu’il existe r € R avec r(fma — bfk) = 0. Si on définit 1
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comme étant I'annulateur de f™a—bf* onal #0et I ¢ q, pour tout q € D(f).
Cela implique que V(I) C V(f) et donc que f € VI, par la proposition 2.2.5.
Ainsi, il existe n € N tel que f" (fma — bfk) = 0, ce qui entraine l'injectivité de
1. En ce qui concerne la surjectivité, c’est un petit peu technique. Je me contente
de donner les grandes lignes, la démonstration compléte pouvant étre trouvée a
la page 71 de [Har77|. Si s est une application de O(D(f)), on commence par
montrer qu'il existe des h; € R, avec i € I, tels que D(f) est recouvert par les
D(hi) et que s est 7 sur D(h;) (avec des a; € R). La deuxiéme étape consiste
a montrer que seul un nombre fini des D(h;) suffit pour recouvrir D(f). Cet
argument permet de recombiner les a; et les f; en a et h respectivement afin

d’avoir s = (%)

(iii) Provient directement de (i7) avec f = 1.

2.2.2 Espaces annelés et localement annelés

Définition 2.2.19 (Espace annelé)
Un espace annelé est un couple (X,Ox), ot X est un espace topologique et Ox un
fatsceauw d’anneaur sur X.

Définition 2.2.20 (Morphisme d’espaces annelés)

Soient (X,0x) et (Y,Oy) deux espaces annelés. Un morphisme d’espaces annelés
de (X,0x) vers (Y,Oy) est un couple (f, f*), ou f : X — Y est une application
continue et f': Oy — f.Ox est un morphisme de faisceau.

Définition 2.2.21 (Espace localement annelé)
Un espace localement annelé est un espace annelé (X,Ox) tel que pour tout v € X,
le germe Oy x soit un anneau local.

Définition 2.2.22 (Homomorphisme d’anneaux locaux)

Soient Ry et Ry deux anneauz locauz. Un homomorphisme d’anneauz ¢ : Ri — Ra
est un homomorphisme d’anneaux locaux si la pré-image de l’idéal mazimal de Ro
par @ est l'idéal mazimal de R;.

Si (X, Ox) et (Y, Oy) sont deux espaces annelés et (f, f) : (X,0x) — (Y, Oy)
est un morphisme, la propriété universelle de la limite directe induit pour tout x € X
un morphisme
fis lim Oy(V) — lim Ox(f71(V)),

f(x)ev flx)ev

ou V parcourt '’ensemble des voisinages ouverts de f(z). Puisque pour tout ouvert
Ude X onaU C flf(U), I'ensemble {f~'(V) : V voisinage ouvert de f(z)} est
cofinal dans ’ensemble des voisinages ouverts de x, ce qui implique que

lim Ox (f7H(V)) = O x,
flx)ev
par la proposition A.3.11. Pour tout € X, on a donc un morphisme induit entre les
germes fg 1Oy — Oz x.

Définition 2.2.23 (Morphisme d’espaces localement annelés)

Soient (X,0x) et (Y,Oy) deux espaces localement annelés. Un morphisme d’es-
paces localement annelés de (X, Ox) vers (Y,Oy) est un morphisme d’espaces an-
nelés (f, fﬁ) tel que pour tout x € X, le morphisme induit décrit ci-dessus soit un
homomorphisme d’anneaux locauz.



46 CHAPITRE 2. GEOMETRIE ALGEBRIQUE MODERNE

Remarque 2.2.24
On vérifie facilement que la composition de deux morphismes d’espaces localement
annelés ainsi que l'identité sont des morphismes d’espaces localement annelés.

Remarque 2.2.25

Un isomorphisme d’espaces localement annelés est un couple d’isomorphismes, c’est-
a-dire que f est un homéomorphisme et f* est un isomorphisme de faisceaux (dans
ce cas, chaque fﬁ est un isomorphisme).

Proposition 2.2.26 (i) Pour tout anneau R, (Spec R, O) est un espace localement
annelé.

(i5) Sip: R — S est un homomorphisme d’anneauz, alors ¢ induit un morphisme
d’espaces localement annelés (f, f*) : (Spec S, Ospec5) — (Spec R, Ospec R)-

(i) Si R et S sont des anneaux, tout morphisme d’espaces localement annelés de
Spec S wvers Spec R est induit par un homomorphisme o : R — S.

Démonstration. (i) Provient de la proposition 2.2.18 et du fait que R, est un anneau
local pour tout idéal premier p.

(ii) On a vu plus haut (remarque 2.2.7) que ¢ induit une application continue f de
Spec S vers Spec R. On souhaite alors définir un morphisme de faisceaux f* :
Ospec R — f+Ospecs- On considére un ouvert U de Spec R et une application
s : U — [l,ep Rp- On définit alors

t: Y U) — ]_[ S
g€f~1(U)
Q — v s f(Q),

oll pg est 'application décrite dans la proposition A.1.18. On remarque que la
condition (i) est vérifice, c’est-a-dire que t(Q) € Sg, pour tout q € f~H(V).
Comme D'application s vérifie la condition (i7), on obtient un ouvert V con-

tenu dans U et deux éléments a et f. On a alors que t‘ ) = @DE f%’ ce qui

entraine que t € Ospecs( YU )) Via I’identification presentee dans la propo-
sition 2.2.18, on constate que 'application induite sur les germes fg est en fait
©p, qui est un homomorphisme d’anneaux locaux.

(iii) Par hypothése, on a un morphisme fgpecR : Or(Spec R) — Og(Spec S) et le
point (iii) de la proposition 2.2.18 entraine l’existence d’'un homomorphisme
p: R — 5; on adonc les deux diagrammes commutatifs suivants :

Fépec
Or(Spec R) —2<" . 04(Spec S) R—"——=5§
T
Of(a),r i Oq.s Ry(q) Sy-
q

Le premier provient de la situation donnée (f et f*) tandis que le second utilise
les identifications présentées dans la proposition 2.2.18. Le fait que fg soit local
entraine que (féj)*l(qu) = f(q )Rf() De plus, la commutativité du second

1

diagramme implique que ¢~ ig S =1ip fQ . En évaluant en @) et en utilisant
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le fait que ig, respectivement ¢g, induit une bijection entre les idéaux premiers
de R disjoints de f(q), respectivement les idéaux premiers de S disjoints de q, et
les idéaux premiers de Ry (), respectivement Sy, on trouve 0~ 1(q) = f(q). Ainsi
f provient bien de . L’application induite sur les germes par ¢ est localement
¢p (voir point (44)), qui coincide avec fﬁ. Ainsi, (f, f*) provient bien de ¢, comme
désiré.

O

2.2.3 Schémas

On peut (enfin) définir ce qu’est un schéma. Tout d’abord, on commence par un
cas particulier.

Définition 2.2.27 (Schéma affine)
Un schéma affine est un espace localement annelé (X, Ox) qui est isomorphe (en tant
qu’espace localement annelé) au spectre d’un anneau quelconque.

Définition 2.2.28 (Faisceau structural)
Le faisceau Ox d’un schéma affine (X, Ox) est appelé faisceau structural.

Définition 2.2.29 (Schéma)
Un schéma est un espace localement annelé (X, Ox) tel que tout point x € X posséde
un voisinage ouvert U ayant la propriété que (U, OX‘U) est un schéma affine.

Remarque 2.2.30
Par abus de notation, on notera parfois X pour le couple (X, Ox). Dans ce cas, sp(X)
(« space » de X) désigne l'espace topologique sous-jacent du schéma.

Aprés ces nombreuses définitions, il est temps de voir quelques exemples clas-
siques.

Exemple 2.2.31
Si K est un corps, Spec K = {0}. De plus, ’ensemble des applications de {0} dans
Ky = K est en bijection avec K. On a donc (Spec K, Ogpec k) = ({O}, K).

Définition 2.2.32 (Point générique) o
Dans un espace topologique X, x est un point générique si x ¢ {y}, pour tout y # x.

Proposition 2.2.33

Dans Spec R, les points génériques sont exactement les idéauz premiers minimauz
(c’est-a-dire les idéauz premiers qui ne contiennent pas d’autres idéauz premiers). En
particulier, si R est intégre, alors 0 est le seul point générique.

Exemple 2.2.34

On considére maintenant le cas de K[z] pour lequel Spec K[z] est noté Al et ap-
pelé droite affine. Puisque K[x] est principal, A}( est en bijection avec I’ensemble
des polyndémes unitaires irréductibles non-constants auquel on ajoute un élément cor-
respondant a l’idéal 0. Pour chacun de ces polynémes, 'idéal associé est maximal,
ce qui implique que les points correspondants dans Spec R sont fermés. Par contre,
I’adhérence du point correspondant & 0 est tout A}{. On constate alors que 0 est un
point générique.
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Dans ’exemple ci-dessus, on constate que si K est algébriquement clos, les points
fermés de A}( sont en bijection avec les éléments de K. Cette remarque va jouer un
role fondamental pour la suite : on va voir qu’a quelques éléments génériques preés les
variétés présentées dans le chapitre 1 peuvent étre vues comme des schémas. En ce
sens, les schémas forment une généralisation des variétés.

Exemple 2.2.35

On considére pour un corps K algébriquement clos A%, = Spec K[z,y], que l'on
appelle plan affine. La proposition 1.1.31 indique qu’un idéal maximal de K|[z,y]
s’écrit (z —a,y—b) pour a,b € K. Ainsi, les singletons fermés de A% sont en bijection
avec K?. En fait, on a un homéomorphisme entre A? et I’ensemble de ces singletons
fermés, que 'on va noter S. Pour voir cela, on considére la bijection ¢ suivante :

$:A2— S
(a,b) — (x —a,y — b).

On commence par montrer que ¢ est une application fermée. Pour cela, il suffit de
montrer que ¢(Vas(I)) = V(I) NS pour tout idéal I de K|[z,y]. Soit M un élément
de ¢(Vayp(I)), disons M = (x —a,y—b). On aimerait voir que M € V(I), c’est-a-dire
I € M. Pour cela, on considére un polynéme f € I et, puisque (a,b) € V,s¢(I), on
a f(a,b) = 0. En considérant f(z,y) € (K[:c])[y] on peut diviser f(z,y) par y — b
(puisque ce polynome est unitaire) et ’'on obtient f(z,y) = (y —b)g(z,y) + r(x). En
divisant r(z) par  — a, on trouve f(x,y) € (x —a,y — b) = M. Réciproquement,
siM e SNV{),onal C M= (x—a,y—>b) pour (a,b) € A2 Pour f € I, on
a f(a,b) = 0, ce qui entraine que (a,b) € Vy¢(I), comme désiré. Ainsi, ¢ est une
application fermée. En appliquant ¢~! des deux cotés de I’égalité, on obtient que ¢
est un homéomorphisme.

A nouveau, 'idéal {0}, dont Padhérence est tout A%(, est un point générique.

Exemple 2.2.36

Soient (X1,0;) et (X2,02) deux schémas, deux ouverts U; et Us de X; et Xo,
respectivement, ainsi que (gp, gpﬁ) : (Ul’ol‘Ul) — (U2,02|U2) un isomorphisme
d’espace localement annelés. On définit X en considérant le quotient de X [ [ X2 par

la relation x ~ ¢(z) ou, ce qui revient au méme, en considérant le pushout :

J1

U € X

|

Us i1
1

Xo , X1 I, Xo

io

On obtient alors deux applications 71 : X1 — X et 49 : X9 —> X est 'on constate
qu'un sous-ensemble V' de X est ouvert si et seulement si i;'(V) est ouvert dans
X et igl(V) est ouvert dans Xo. Pour tout ensemble ouvert W de Xi, on a un
homomorphisme

ﬁLW : Ol(W) — hﬂ(’)laj),
U

ot U parcourt les ouverts de X; contenant W N Uy : un élément s est envoyé sur
[(W,s)]. On obtient alors pyw : O1(W) — <(91}U1> (W N U;) en composant piw
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avec le morphisme 6 donné dans la définition du faisceau associé. On remarque que
si V C W sont deux ouverts de X1, on a

]5171/[/(8)“/01]1 = ﬁl,W (S|V), Vs € Ol(W) (2.1)

et cette propriété se transmet a p;. Les méme « morphismes » py et po existent pour
O3. On consideére alors O(V) comme étant le pullback (d’anneaux) suivant :

o) Oy (i3 (V)

4

OQ‘UZ (Zgl(V) n U2>

Ol‘Ul (Zfl(V) M Ul)

Prictov

Il faut vérifier que le codomaine du morphisme @f,l est le bon. Pour cela, on
2

(V)NU2
utilise les propriétés du pushout défini plus haut :

e i ' (V)NL) = iy tis (V)
= (i) (V) =i ' (V)N UL

Pour les applications de restriction, on utilise simplement les applications de restric-
tion sur O; et Oy composante par composante. Il est cependant nécessaire de vérifier
que la restriction d’un élément appartient bien au pullback. Pour cela, on considére
deux ouverts U C V de X et on calcule :

f (2.1) 4
iz o 7 P2 ) (82‘61@)) = Yt © <p2,i51(V)(82)‘i;l(U)ﬁU2>

#
= (%Z—l(vmyz ° pzi;l(m(S?)) ‘z‘i(U)mUl

= Priv (v) (s1) ‘ifl(U)ﬂUl
=PritY ) (51 ’il_l(U)) :

Ainsi, (s1, 82)’U = (51 ’i;l(U)’ Sz}igl(U)) appartient & O(U). Le fait que O; et Oy soient
des faisceaux implique maintenant que O est un pré-faisceau. Si V' est un ouvert de
X et {Vi}, k € I, est un recouvrement de V, alors {i;* (Vj)} est un recouvrement de
i1 (V) et {i5 ' (Vi)} est un recouvrement de i, *(V'), ce qui implique que la condition
de localité est satisfaite par O.

Si s* est une collection d’éléments avec s* € O(V}) et sk‘vkm/l = Sl‘Vkal pour tous
k,l € K, le fait que O et Oy soient des faisceaux nous fournit un élément s =
(s1,82) € O1(i7 H(V)) x O2(i5 1 (V) tel que S‘Vk = s* pour tout k € K. La condition
de localité et le fait que chaque s* appartienne 4 O(V*) entraine que s € O(V), Ainsi,
O est un faisceau et (X, O) est un espace annelé.

Pour voir que (X, O) est localement annelé, on remarque que si s, € O, est inversible,
alors il existe x1 € Xy et x2 € X tels que 15, € 07, et s24, € O3, Ainsi, les
éléments non inversibles de O, forment un idéal de O,, entrainant que O, est un
anneau local. Pour montrer que O est un schéma, on choisit un élément [z] € X et on
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peut supposer, sans perte de généralité, que z € X;. Par hypothése, il existe un ouvert
U de X; tel que (U, Ol‘U) soit affine. L’exemple 2.2.49 indique que le morphisme de
(U, Ol‘U) dans (X7, Oq) est une immersion ouverte. La caractérisation 2.2.51 permet
de voir que le morphisme de (X7, 0;) dans (X, O) est aussi une immersion ouverte.
On obtient donc une immersion ouverte de (U, (’)1|U) dans (X, Q) et l'on constate
que [z] est dans I'image de lapplication des espaces topologiques sous-jacents. Ainsi,
[x] posséde bien un voisinage affine, ce qui implique que (X, Q) est un schéma.

2.2.4 Schéma réduits

Définition 2.2.37 (Schéma reduit)
Un schéma (X,Ox) est dit réduit si pour tout ouvert U de X l'anneau Ox(U) est
réduit (définition A.1.7).

Proposition 2.2.38
Un schéma (X, Ox) est réduit si et seulement si 'anneau Ox , est réduit pour tout
reX.

Démonstration. Supposons que (X, Ox) soit réduit et considérons z € X ainsi qu’un
élément nilpotent [U, s|. C’est-a-dire qu'il existe n € Net W C U tel que (s|w)" = 0.
Puisque Ox (W) est réduit, on a sl et donc [U, s] ~ 0, comme désiré. Réciproque-
ment, supposons que Ox , soit réduit pour tout z € X. Si s € Ox(U) est tel que
s =0, o0n as; =0, pour tout x € U. Cette condition nous fournit un recouvrement
ouvert {W,},ev de U vérifiant s’Wz = 0. Ainsi, s = 0, comme désiré. O

Proposition 2.2.39
Soit (X,0) un schéma. Soit Oreq le faisceau associé au pré-faisceau U — O(U)req
(voir notation A.1.11). Alors, (X, Ored) est un schéma.

Démonstration. Pour commencer, on remarque qu’un homomorphisme d’anneaux ¢ :
R — R’ passe au quotients :

¢:R/L/o— R/ /0
r+ V0 — o(r) + V0.

Ainsi, U — O(U)yeq définit bien un pré-faisceau .#. On doit montrer que Opeq €st
un anneau local. Pour cela, on considére d’abord I’homomorphisme d’anneaux

o lim OWU)A/G — Ouh/o

zelU
(U, s + V0] — [U, s] + V0,

et ’on constate qu’il s’agit d’un isomorphisme. En utilisant la proposition 2.1.29, on
a pour tout x € X
Oredz = hg o) /\/o = Oz/\/0-
zelU

Ainsi, puisque le quotient d'un anneau local est local, Opeq est un espace localement
annelé.

Puisque X est un schéma, il existe pour tout x € X un voisinage ouvert U de z
tel que (U,(’)‘U) = (Spec R, OspeCR). On aimerait voir que (U, Ored’U) est isomor-
phe a (Spec Ried, Ospec R, d). On se fixe donc z,U et R comme mentionné ainsi que
I'isomorphisme (f, fﬁ) : (Spec R, (’)SpeCR) — (U,(’)‘U) et on pose S = Ryeq. Soit
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(9,9%) : (Spec S, Ogpecs) — (Spec R, Ospec ) le morphisme induit par 7 : R — 9,
Papplication de passage au quotient (voir proposition 2.2.26). On aimerait montrer
que (X , Ored) = (Spec S, Ogpecs). On dispose pour linstant des applications suiv-
antes

Spec S —i> Spec R i—> U
(le fait que g soit un homéomorphisme provient du théoréme de correspondance et du

fait que tout idéal premier contient l'idéal v/0). Pour un ouvert V de U, on considére
la suite d’homomorphismes suivante :

#
OW) —=1lim, _, O(W) L~ (0],)(v) L

OSpecR(f_l (V>)
J{gi—l(w
OSpecS((fg)_l(V))'

Le fait que I'image d’un élément nilpotent par un homomorphisme d’anneau soit
nilpotente entraine que cette application passe au quotient, nous donnant un ho-
momorphisme ay : O(V)rea — Ospees((fg) 1 (V)). On obtient alors la situation
suivante :

#
hy

(Ored ’U) (V)

G’T By

%VCW Ored(W)

QT :
oy

ligvaw O(W)red

OSpec S ((fg)_l(v))

Le morphisme ay est induit par la propriété universelle de la limite directe; ’ho-
momorphisme Sy : Opeq(W) — Ospec s ((f9) (V) est une composante d'un mor-
phisme induit par la propriété universelle du faisceau associé et By provient de la
propriété universelle de la limite directe. Pour finir, hgf est une composante du mor-
phisme induit par la propriété universelle du faisceau associé pour (’)red}U. On a alors
un morphisme d’espaces annelés (h, hf) : (Spec S, OSpCCS’U) — (U, Ored’U)~ Pour
chaque p /\m € Spec S, on a un homomorphisme induit

hi/\@ (Ored‘U)h(p/ﬁ) - (OSPQCS‘U)p/\@'

On utilise divers isomorphismes afin de simplifier le domaine et le codomaine de cet
homomorphisme :

2.1.53 2.2.18 A1.19
(OSPECS‘U)p/\/ﬁ = (OSpecS)p/\m = S = 0= (Rp)red’
et
2.1.53 A.1.19 2.2.18
(Ored|U)h(p/m) = (Ored)h(p/\@ = (Ored>f(p) = (Of(p))red = (Rp)red'
En fait, '’homomorphisme hﬁ N correspond exactement a cette chaine d’isomor-

phismes. En particulier, hi est un homomorphisme d’anneaux locaux et h¥ est

/O
un isomorphisme de faisceaux (voir proposition 2.1.18). Ainsi, (h, h¥) est un isomor-
phisme d’espaces localement annelés et Opq est un schéma, comme désiré. 0



52 CHAPITRE 2. GEOMETRIE ALGEBRIQUE MODERNE

Définition 2.2.40 (Schéma réduit)
Le schéma (X, Ored) défini ci-dessus, que l’on note parfois Xieq, est appelé schéma
réduit.

Proposition 2.2.41

Soit (X, 0) un schéma et (X, Oreq) le schéma réduit associé. Alors, il existe un mor-
phisme de schémas (f, f%) : (X, Ored) — (X, 0) tel que f soit un homéomorphisme
sur l’espace topologique sous-jacent.

Démonstration. Puisque les deux schémas ont le méme espace topologique sous-
jacent, on prend f = id. Pour définir f* : Ox — idy Opeq, on considére pour un
ouvert U de X

ol le premier morphisme est ’homomorphisme de passage au quotient et le second
est celui induit dans la construction du faisceau associé. Pour tout x € X, on a les
isomorphismes suivants :

Ored,x = hﬂ O(U>red = Oaz,redy
zelU

et I'on constate que I'homorphisme induit fﬁ est juste l'application de passage au
quotient, qui est un homomorphisme local. Ainsi, (f, f¥) est bien un morphisme de
schémas. O

2.2.5 Premiéres propriétés

Définition 2.2.42 (Corps résiduel)
Soit X un schéma. Pour tout x € X, on considére son anneau local O, et M, son idéal
mazimal. On définit son corps résiduel en x comme étant le corps k(z) = Oz /), -

Exemple 2.2.43

On reprend I'exemple X = SpecZ. On a vu (exemple 2.2.9) que O), = Z,), pour tout
p € P. On consiere I'application de passage au quotient ¢ : Z — ), qui induit un
homomorphisme ¢ : Z, — F,. On constate que le noyau de cette application est
I'idéal P vu dans Z,, ce qui entraine que k(p) = .

Proposition 2.2.44
Soit X wun schéma et K un corps. Donner un morphisme de Spec K dans X est
équivalent o donner un point de x € X et une inclusion k(r) — K.

Démonstration. On se rappelle que (Spec K, OSpecK) =~ (0, K). Ainsi, un morphisme
(f, %) de Spec K dans X désigne un point x € X (I'image de 0). En prenant le
morphisme induit sur les germes ff; : O, — K, on trouve que M, = ker fﬁ (puisque
{0} est 'unique idéal maximal de K et que sa pré-image doit étre I'idéal maximal
de O,). Ainsi, le premier théoréme d’isomorphisme donne une inclusion de k(x) dans
K. Réciproquement, on se donne un point x € X et une inclusion i de k(z) dans K.
On définit f : {0} — X par f(0) = 2. Pour f*, on définit f§( :

O(X) 0, k(x) K

St Sz | (Sz) im(Sy).
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On constate que 'application induite sur les germes fﬁ est ¢ et que son noyau est
M., ce qui implique que ff; est un homomorphisme d’anneaux locaux, et donc que le
couple (f, f*) est bien un morphisme de schémas. O

Proposition 2.2.45

Soit p : R — S un homomorphisme d’anneaux, Y = Spec S, X = Spec R, ainsi que
(f, 5 : (Y, 0y) — (X, Ox) Uapplication induite (voir proposition 2.2.26). Alors, @
est injectif si et seulement si f* Uest. Si @ est injectif, alors f(X) est dense dansY .

Démonstration. Supposons que ¢ soit injective. On sait par la proposition 2.2.18 que
Ospec R(D( f)) = Ry. De plus, le fait que ¢ soit un homomorphisme implique que

! (V((f))) = V((go(f))), ¢’est-a-dire que (’)Specg(f_l(D(f))) = Sy(p)- L'applica-

tion induite ¢y : Ry — S5 envoie f% sur ;’i(fa))k' Ainsi, si 5 est envoyé sur 0, cela

implique qu’il existe m € N tel que 0 = ¢(f)™¢(a) = p(f™a). L'injectivité de ¢
implique f™a = 0 et donc fik = 0, ce qui entraine l'injectivité de ¢y. Soit maintenant

un ouvert V de Spec R et f‘ﬁ/ : Ospecr(V) — Ospecs(f_l(V)). Si s € OgpecrR(V)
est envoyé sur 0, on considére le recouvrement de V' par des ouverts de base D(f;),
¢ € I. Pour tout i, on a :

0= fiﬁ/“)‘f—l(z)(m) - fﬁ?(ﬁ) (slo() = slpsy =0

La condition de localité implique que s = 0, et donc que f‘ﬁ/ est injectif. Réciproque-
ment, si f? est injectif, alors ¢ = fépeCR est injectif.

Supposons que ¢ soit injectif. Le fait que f(X) soit dense dans Y est équivalent
au fait que ¢~ !(SpecS) soit dense dans Spec R. On va montrer que tout ouvert de
base D(g) non-vide admet une intersection non-vide avec o~ (SpecS). Supposons
que D(g) # 0 et que son intersection avec ¢~ !(Spec.S) soit vide, ce qui implique
que p(g) € Q, pour tout @ € Spec S, c’est-a-dire que ¢(g) est nilpotent. Puisque ¢
est injectif, g est nilpotent et donc D(g) est vide (proposition 2.2.11), contradiction.
Ainsi, f(X) est dense dans Y. O

Proposition 2.2.46
Soit R un anneau commutatif, X = Spec R et O son faisceau structural ainsi que

f e R. Alors (D(f),O‘D(f)) & (Spech,OspeCRf).

Démonstration. On considére I'application ¢ : R — Ry qui envoie a sur {. La
proposition 2.2.26 implique que cet homomorphisme d’anneaux induit un morphisme
de schémas (h, h*) de (Spec Ry, Ospec Rf) vers (X, O). La proposition A.1.20 et le fait
que p € D(f) si et seulement si f ¢ p impliquent que h est une bijection de Spec Ry
dans D(f). On considére alors 'application g : Spec Ry — D(f) qui est en fait un
homeéomorphisme (puisque g(V(IRy)) = V(I)). L’application h induit un morphisme
gt O‘ i) 9+Ospec r, €t 'on aimerait voir qu’il s’agit de I'isomorphisme désiré.
On a, pour p € D(f) :

(O‘D(f))i’ 2%29 O 2.% 8 By,

j—y

ainsi que

(Q*OSpecRg)p = hﬂ OSpech (g_l(U)) = hﬂ OSpech (V)
pEU g~ (p)ev

= (OSpech)gfl(p) (Rf)g_l(P)

~

2.2.18
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On constate que 'application induite gg est 'application canonique : 7 — +. Cette
1

application est clairement injective et le fait que f ¢ p entraine que gg est surjective.

a

En effet, si f € (Rf)gq(p) avec k < m, on a gg (%T) = @ et 'autre cas se traite
f’NL f’rﬂ

de maniére similaire. Le fait que gg soit un isomorphisme entraine que g* ’est aussi

(proposition 2.1.18), comme désiré. O

Proposition 2.2.47
Soit (X, O0) un schéma et U un ouvert de X. Alors, (U, O}U) est un schéma.

Démonstration. Soit x € U. On doit montrer qu’il existe un voisinage ouvert W de
X tel que (I/V, O}U‘W) soit un schéma affine. Par hypothése, il existe un voisinage
ouvert V de z ainsi qu'un isomorphisme (g, g*) : (V,O{V) — (Spec R, (’)SpeCR).
L’image de UNV par g étant ouverte dans Spec R et les D(f) formant une base de la
topologie (proposition 2.2.10) de Spec R, il existe f € R tel que D(f) C g(UNV) et
reW =gt (D(f)) La proposition précédente nous assure de plus qu’il existe un
isomorphisme (k, k) de (D(f),OspecR‘D(f)) vers (Spec Rf,ospech)- En utilisant
ces deux morphismes, on définit le morphisme (h, hﬁ) désiré et, a nouveau, on vérifie
via les germes qu’il s’agit d'un isomorphisme. O

Définition 2.2.48 (Sous-schéma ouvert)
Un sous-schéma ouvert d’un schéma (X, Ox) est un schéma (U, Oy) avec U un ouwvert
de X et tel que le schéma structural Oy est isomorphe a OX‘U'

Exemple 2.2.49
La proposition précédente implique que chaque ouvert U de X induit un sous-schéma
ouvert de X.

Définition 2.2.50 (Immersion ouverte)
Une immersion ouverte est un morphisme de schéma (f, f*) : X — Y qui induit un
isomorphisme entre X et un sous-schéma ouvert de Y.

Proposition 2.2.51 (Caractérisation des immersions ouvertes)

Pour qu’un morphisme de schémas (f, f*) : (X,0x) — (Y, Oy) soit une immersion
ouverte, il faut et il suffit qu’il existe un ouvert V- de Y tel que f : X — V soit
un homéomorphisme et fﬁ P Oyife) — Ox(X,x) soit un isomorphisme pour tout
reX.

Démonstration. Il est clair que ces deux conditions sont nécessaires. On suppose
maintenant qu’elles sont satisfaites et que V est comme dans I’énoncé. Dans ce cas,
Iapplication f¥ et la propriété universelle du faisceau associé permettent de définir
un morphisme ¢? de OY}V vers f+Ox. En trouve alors que chaque gi est un isomor-

phisme, comme désiré. O

Lemme 2.2.52

Soient (X,O0x) et (Y,0y) deuz schémas. Pour donner un morphisme (f, f*) de X
vers Y, il suffit de donner un recouvrement ouvert U;, i € I, de X et une collection
de morphismes (fz,flﬁ) : (Ui’OX‘Ui) — (Y, Oy) telle que f; et f; coincident sur
U;N Uj 4

4. On entend par la que fi|UiﬁU_7» = fj|UiﬁUj et ff’v(s)|UmUj = fﬁv(s)‘UmUj pour tout ouvert
V de Y et tout s € Oy (V). Cette condition est équivalente & demander que les morphismes induits
ff,fjjj S (Uin Uj,OX‘UvaV) — (Y, Oy) soient les mémes.
L]
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Démonstration. On suppose donc que les U; et f; sont comme dans 1’énoncé. Cela
nous permet de définir une application continue f : X — Y. Pour un ouvert V'
de Y et s € Oy(V), on a les éléments t; := fv(s) € f~%V)NU;. La condition
de recollement sur Ox et le fait que les morphismes coincident nous permettent de
—1 _ 4 # _
trouver t € Ox(f~H(V)) tel que t’Umf—l(V) = t;. On pose alors fy,(s) = t. En
utilisant la condition de localité, on remarque que f‘ﬁ/ est bien un homomorphisme
d’anneaux. En utilisant le fait que f‘ﬂ/(s) est inversible si et seulement si ff v(8) est
inversible pour tout 7 et le fait que les ff’z sont des homomorphismes locaux, on

obtient que fﬁ est un homomorphisme local, comme désiré. O

Théoréme 2.2.53
Soient R et S deur anneauz. Alors, il existe une bijection

a : homg (Spec R, Spec S) — homgng ((’)Spec 5(Spec S), Ospec rR(Spec R)) .

Démonstration. Pour alléger les notations, on pose X = Spec R et Y = Spec S. Pour
(f, f%) € home(X,Y), on pose a(f, f1) = fi. Si ¢ € homgng (Oy(Y), Ox (X)), on
utilise 'identification habituelle Ox(X) = R et Oy (Y) = S et la proposition 2.2.26
afin d’obtenir un morphisme S(p) : X — Y.

On considére donc (f, f) € homey (Spec R, Spec S), ¢ = a(f, ) et B(yp). La
maniére dont 5(p) est construit implique que (¢) = f. En faisant comme dans la
preuve de la proposition 2.2.26, on remarque que B(gp)ﬁ = @p = fg. La proposition
2.1.19 implique alors que B(p)* = f*, ce qui entraine I'injectivité de a. La surjectivité
provient directement de la propriété (iii) de la proposition 2.2.26. ]

Remarque 2.2.54
Le théoreme ci-dessus exprime le fait qu’il existe une équivalence (contravariante) de
catégories entre celle des schémas affines et celle des anneaux.

Proposition 2.2.55
Soit R un anneau et (X, Ox) un schéma. Il existe une bijection naturelle

p : homg (X, Spec R) — hompng (R, (’)X(X)).

Démonstration. L’application p est construite de maniére évidente : un morphisme
(f, f*) est envoyé sur fSpec p- Pour un recouvrement d’ouverts affines U;, © € I, de X
on a le diagramme commutatif suivant :

homey (X, Spec R) p homRng (R7 Ox (X))

| |

[Tic; homeey (Ui, Spec R) [lic; homgng (R, Ox ‘Ui (Ui)),

ol application « est construite comme ci-dessus. En utilisant le fait que ((’) X ‘ U_) (U;)
s’'identifie avec les applications de U; dans UyEUi Ox y qui satisfont les deux propriétés
demandées dans la construction du faisceau associé et que I'application de Ox (U;)
dans ligUin Ox (V) est surjective (puisque U; est ouvert), on montre que Ox (U;)
est isomorphe & (O X |U) (U;), ce qui entraine que ’homomorphisme vertical de droite

s’obtient via composition avec les restriction p?]i . Le morphisme vertical de gauche est
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induit par les restrictions de morphismes et, puisqu’il est injectif et que "application
« est injective par le théoréme ci-dessus, p est injectif.

Réciproquement, on considére un homomorphisme ¢ : R — Ox(X). Si l'on fixe
un ouvert affine U C X, on a 'existence d’'un anneau Ry tel que

U fU
(U7 OX‘U) v i ) (SpeCRUaospecRU)

On a alors :

pis

o

R 7~ Ox(X) Ox(U) (Ox|,)(Ux) Ry,
qui donne lieu & un morphisme de schémas affines (g¥, gV*) de (Spec Ry, Ospec RU)
dans (Spec R, Ospec R). On doit vérifier la compatibilité de ces différents morphismes
afin de pouvoir les recoller en un morphisme global. On considére alors W =U NV
et I'on a :

gu |y = Spec(piy ©) © Spec(pyy);

on utilise ici le fait que les applications entre Spec(Ry N Ry ) (qui est, rigoureusement,
l'image par les isomorphismes fU et fV de U NV dans Spec Ry) et Spec(Ry) sont
induites par les applications de restriction. On a alors :

90|y = Spec(pgs ©) o Spec(pyy) = Spec(piy pir ©) = Spec(piy @),

ce qui entraine gU‘W = gV‘W, comme désiré. En utilisant & nouveau la transitivité
des applications de restriction et les isomorphismes fU. on remarque que la con-
dition de compatibilité pour les applications fUFf et gU% est vérifice. En utilisant
le lemme 2.2.52, on obtient un morphisme schémas (f, f*) de X vers SpecR. Il
est encore nécessaire de voir que «(f, fﬁ) = ¢, C’est-a-dire qu’avec 'identification
Ospec r(Spec R) = R on ait fépeCR = . L’application f! a été définie a partir d’une
collection d’applications ¢V : R——=0x(X)——=0Ox(U) ; on constate alors que la
condition de recollement sur Ox nous donne un élément ¢ & partir des ng(s) qui n’est
autre que ¢(s). O

Corollaire 2.2.56
Le schéma SpecZ est un objet final de la catégorie des schémas.

2.2.6 Liens avec la géométrie classique

Définition 2.2.57 (S-schéma)
Soit S un schéma. Un S-schéma est la donnée d’un schéma X et d’un morphisme
X —S.

Définition 2.2.58 (Morphisme de S-schémas)
Soient X et X' deur S-schémas. Un morphisme de S-schémas est un morphisme
f: X — X' tel que le diagramme suivant soit commutatif :

!

NS

S

X

X/
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Remarque 2.2.59

Si I'on prend S = SpecZ, cette définition coincide avec celle des morphismes entre
les schémas X et X'. En effet, si sx : X — 5, sxs : X' — Set f: X — X’ sont
des morphismes, le fait que SpecZ soit terminal implique sx/f = sx.

Notation 2.2.60

Soit S un schéma. La catégorie ayant pour objets les schémas sur S et comme mor-
phisme les S-morphismes est notée Sch(.S). Pour un anneau R, on note parfois par
abus de notation Sch(R) a la place de Sch(Spec R).

Remarque 2.2.61
Si X est un S-schéma et si g : X’ — X est un morphisme de schémas, alors X'
devient S-schéma.

L’intérét d’introduire les faisceaux puis les schémas était de généraliser la notion
de variété. Bien qu’il n’est pas forcément possible d’identifier une variété avec ’espace
topologique sous-jacent d'un schéma (on a vu dans les exemples 2.2.34 et 2.2.35 de
la page 47 qu’il existe un certain nombre de points non-fermés en plus). Le théoréme
qui suit précise la généralisation.

Remarque 2.2.62

Soit X un espace topologique et Y C X un fermé irréductible. Si F' est un fermé de
X contenant Y, alors Y est irréductible par rapport a la topologie induite dans F'.
Cette remarque est utilisée plusieurs fois dans la preuve du théoréme sans mention
explicite.

Lemme 2.2.63
Soit Y C A™ une variété affine, a € Y et M, lidéal mazimal (x1 — a1,..., T, —
an>/.A(Y) de I'(Y) = Klxy, ... ,xn]/A(y). On a alors

DY )ata /M, T(Y ) pg, = K

ot Mo, T'(Y) s, désigne Uimage de M, par Uinjection i : T'(Y) — T'(Y)u,

a’

Démonstration. On considére 'application

o:T(Y)y, — K
f(.l?l,,a?n)‘i‘A(Y) f(a’)
— .
g(ﬂ?1,,$n)+A(Y) g(a)
Pour commencer, puisque g ¢ M,, g(a) # 0. De plus, puisque a € A, le résultat ne
dépend pas des représentants de f(z1,...,z,) + A(Y) et de g(z1,...,2z,) + A(Y).
Supposons maintenant que % ~ %, c’est-a-dire qu’il existe h € T'(Y) \ M, tel que

h(f-g—F-9)=0=h(f g —f(a) g(a) € AY).

Puisque h(a) # 0, on trouve (a) 7(a) Comme désiré. Ainsi, I'application ¢ est
bien définie. Il est clair qu’il s’agit d’un homomorphisme d’anneaux surjectif. On a
de plus :

~

—~
S}

N

6ker<p@f(a)zO<:>f€Ma<:>§Ei(Ma),

Q[

comme désiré. O
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Théoréme 2.2.64

Soit K un corps algébriqguement clos. Il existe un functor pleinement fidéle de la caté-
gorie des variétés sur K dans la catégorie des Spec K-schémas t : VE — Sch(K).
Pour toute variété V, son espace topologique est homéomorphe o l’ensemble des points
fermés (muni de la topologie induite) de sp (t(V)) De plus, son faisceau des applica-
tions régulieres est obtenu en restreignant le faisceau structural de t(V') via I’homéo-
morphisme mentionné.

Preuve du théoréme. On va considérer une variété algébrique Y et O son faisceau des
applications réguliéres. Les différentes étapes de la preuve sont les suivantes :
— Construction du foncteur ¢ qui associe & tout espace topologique X l'espace
topologique t(X) constitué des parties fermées et irréductibles de X.
— Reéduction au cas ou Y est affine.
— Définition d’une application o : X — (X)), pour tout espace topologique X.
~ Construction d’un morphisme (83, %) : (Y,0) — (X, Ox), oit X = SpecI'(Y)
avec I'(Y) = Klzy, ..., znl/4(V)-
— Montrer que (X,0x) = (t(Y), a,Y) pour voir que (£(Y),a,Y) est un schéma
affine.
— Montrer que (¢(Y), a.Y) est un K-schéma.
— Vérifier que le foncteur t est pleinement fidéle.
On commence par définir une application ¢ : Top — Set de la maniére suivante :

t(X) ={Y C X :Y fermé et irréductible}, VX € Top.

On remarque que si Y est fermé dans X, alors ¢(Y) C #(X). On fixe maintenant
un espace topologique X ainsi que Y1, Ys et {Y;};cr des fermés de X. On a les deux
propriétés suivantes :

i (m Y> — Y, HYiUYa) = 4() UH(Ya).

el el

On ne prouve que la premiére propriété, 'autre se réalisant de maniére analogue.
SiY €t (ﬂiel Y};), alors Y € t(Y;), pour chaque ¢ € I, puisque ¢ est croissante.
Réciproquement, si Y € (1,c;t(Y;), alors il existe une famille de fermés F; telle que
Y =Y, N F; pour chaque ¢ € I. On a alors

Y=Y =FEny)=Y¥in()F,

el el el i€Y;

et Y est fermé dans (,c; Y;. Grace aux deux propriétés ci-dessus et au fait que les
espaces irréductibles sont non-vides par définition, on peut définir une topologie sur
t(X) de la maniére suivante : un sous-ensemble S de t(X) est fermé si et seulement
s’il existe un fermé Y de X tel que S = ¢(Y). Si f : X1 — Xy est une application
continue, on peut définir une application :

t(f): t(X) —>@

Y1 — f(Y1)

On vérifie que cette application est bien définie : soient Uy N f(Y7), Uz N f(Y1) deux
ouverts non-vides de f(Y7). Alors, f~1(U1)NY7 et f~1(Uz)NY7 sont deux ouverts non-
vides de Y] qui doivent avoir une intersection non-vide (puisque Y] est irréductible).
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Soit = un élément de cette intersection. Alors, f(z) € (Ur N f(Y1)) N (U2 N f(Y1)),
ce qui implique que f(Y7) est irréductible et donc ¢(f)(Y1) aussi, par la proposition
1.1.15. En fait, on peut voir que 75(f)71 (t(Fg)) = t(f_l(FQ))7 ce qui implique que
t(f) est continue. En utilisant la proposition A.4.1, on montre que ¢ est un foncteur
de Top dans Top.

On peut définir 'application suivante :

a: X —t(X)

z — {z},

qui est bien définie, par la proposition 1.1.15. Si F' est un sous-ensemble fermé de X,
onaa ! (t(F)) = F. Cette égalité implique que « est continue et induit une bijection
entre les ouverts de X et ceux de ¢(X).

On considére maintenant une variété Y sur K. Puisque chaque variété posséde
une base d’ouverts affines (proposition 1.2.32), on peut supposer que Y est affine. On
considére le faisceau d’anneaux des applications régulieres O sur Y et l'on aimerait
montrer que (t(Y), oe*(’)) est un schéma sur K. On rappelle que I'(Y') est 'anneau de
coordonnées affines de Y, c’est-a-dire I'(Y) = K|z, ... ,n]/_A(Y), siY C A" Sion
note X = SpecI'(Y), on peut considérer le schéma (X, Ox). On pose alors :

B:Y — X

(a1y...,ap) —> My :=(x1 —a1,..., Ty — an>/A(Y)'

Puisque (z1 — a1,...,2, — a,) est un idéal premier de K|[z1,...,x,], application
est bien définie. Le point (i) du théoréme 1.2.28 implique que (3 est une bijection
entre Y et les points fermés de X. Si on note S 'ensemble des points fermés de X on
trouve, comme dans I'exemple 2.2.35, que

BVars(I)NY) =V ((I N A(Y))/A(Y)) ns,

pour tout idéal I de K[z1,...,x,]. Ainsi, 5 est un homéomorphisme sur son image.
On veut définir un morphisme ¢ : Ox — B,O. Pour cela, on considére un ouvert
Ude X et s € Ox(U). Alors, on a :

U)o Loy TV )y~ K

(a

a

—

I

IS
=
—

S
~—

»
—~
@®
—
S
~—
~—

Il

Qlf~|
i‘i‘“"

ou ¢ est Iisomorphisme considéré dans le lemme 2.2.63 (puisque s(M,) € T'(Y ), )-
Pour voir qu'il s’agit bien d'une application réguliére, on fixe a € 37 1(U). Puisque
s € Ox(U), il existe un voisinage ouvert V de (a) contenu dans U et f,g tels que

s(p) = Z pour tout p € V. Ainsi, si on pose W = ~1(V), on a ﬁlﬁj(b) = % pour tout

b € W. Ainsi, en posant ,8?](8) = s 3, on obtient un homomorphisme d’anneaux de
Ox(U) dans 8,O(U) qui induit un isomorphisme Ox (U) = O(8~1(U)). On définit

une application continue

f: X —tV)
p/AY) — V(p)



60 CHAPITRE 2. GEOMETRIE ALGEBRIQUE MODERNE

qui est une bijection, par la proposition 1.1.35. On vérifie alors qu’il s’agit d’un

~

homéomorphisme. Les isomorphismes induits Ox (U) = O(871(U)) permettent de
définit un isomorphisme f# : 0,0 — fo,a,Ox, ce qui implique que (X, OX) =
(t(Y), a*(’)), comme désiré.

On aimerait définir un morphisme (g,¢%) : (¢(Y),.0) — (Spec K, Ospec i)
afin de montrer qu’il g’agit d’'un K-schéma. On a vu dans l'exemple 2.2.31 que
(Spec K, Ogpec K) = (0, K), ce qui implique qu’il suffit de définir un morphisme

g K — (a,0)(H(Y)) = O(Y),

en plus de Iapplication triviale g : t(Y) — {0}. On pose alors g#(k) comme étant
Papplication qui envoie tout élément de O(Y') sur k. Le fait que le foncteur ¢ soit
pleinement fidéle est 'objet de la proposition 2.2.66. O

Proposition 2.2.65

Soit (f, %) : (X,0x) — (Y, Oy) un morphisme de K-schémas. Si v € X est tel que
le corps résiduel k(x) est K, alors le corps résiduel k(f(x)) est aussi K.
Démonstration. On note My, respectivement My (), I'idéal maximal de Ox,, re-

spectivement Oy f(,). Pour commencer, on constate que le morphisme fﬁ induit un
morphisme sur les corps résiduels :

Ov.f(x) Oxa
| |
k(f(z)) k(z),

ou ¢ est lapplication qui envoie ty,) + My () sur fﬁ (tf(z)) + M,. L’application ¢
est bien définie puisque f;g est un homomorphisme d’anneaux locaux. On utilise les
morphismes (g, g%) et (h, ht) de X et Y vers (0, K) et, puisque le corps résiduel en 0 est
K, on obtient que K “——=Fk(f(z)) ——=k(x) = K, ce qui entraine que k(f(x)) = K,
comme désiré. O

Proposition 2.2.66
Soient V et W deur variétés sur un corps K (algébriquement clos). Alors il existe
une bijection naturelle

® : homyx (V, W) — homg k) (t(V),t(W)).

Démonstration. On réutilise les applications ay : V. — t(V) et aw : W — (W)
qui envoie un point sur son adhérence, comme ci-dessus. On considére maintenant
¢ : V. — W un morphisme de variétés. On définit une application f : ¢(V) — t(W)
comme dans le théoréme ci-dessus, c¢’est-a-dire que V; est envoyé sur ¢(V1). On doit
maintenant définir un morphisme

' aws Ow — fuav, Oy.
On le fait de la maniére naturelle suivante : si Z est un ouvert de (W), on pose :
fy: Ow(an}(2)) — Ov(ay! f71(2))
L T}

Avec cette définition, l'injectivité de @ est claire. Pour la surjectivité, c’est un peu
plus compliqué et je ne le ferai pas ici. O
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2.2.7 Perspective

Le théoréme précédent montre que les schémas généralisent les variétés algébriques
présentées au premier semestre. La question qui se pose alors est de savoir si cette
généralisation est stricte, c’est-a-dire si on obtient réellement quelque chose de nou-
veau. Un élément de réponse est apporté avec I'introduction du produit fibré de deux
S-schémas (pour la définition et I’existence, voir 1.3 de [Har77]) : le produit de deux
K-schémas liés a des variétés algébriques peut ne pas étre une variété algébrique (a
cause de la présence d’éléments nilpotents), comme le présente 'exemple 3.3.1 du
chapitre II de [Har77].



Annexe A

Résultats classiques

A.1 Anneaux

Définition A.1.1 (Anneau ncetherien)
Un anneau est dit noetherien si tout chaine d’idéaus Iy C Io C ... se stabilise.

Proposition A.1.2
Soit R un anneau. On a les équivalences suivantes :

(i) R est neetherien.
(i) Toute collection non-vide d’idéaur de R posséde un élément mazimal.
(#ii) Tout idéal est de génération finie.
Démonstration. (i) = (ii) Soit S une collection non-vide d’idéaux de R. Par 'ab-
surde, supposons qu’elle ne posséde pas d’élément maximal. Cela signifie que
pour tout élément I de S on peut trouver un idéal I’ € S tel que I C I'. L’ax-

iome du choix dépendant nous assure qu’il existe une suite (I,)nen telle que
I, € I,4+1 pour tout n, contredisant le fait que R est noetherien.

(i) = (i) Evident.
(iii) = (i) Soit Iy C Iz C ... une suite d'idéaux de R et posons I = J;cy ;- Par

hypothese, il existe r1,...,7, € R tels que I = (ry,...,7r,). Si N € N est tel
que ri,...,r, € Iy, alors la suite se stabilise en Iy.

(13) = (i13) Soit I C R un ideal et
S ={J C1:J estun idéal de génération finie}

qui n’est pas vide. Par hypothése, S contient un élément maximal M. Si M # I,
on choisit un élément m € I'\ M et on obtient un idéal M +mR qui ne peut étre
de génération finie (car M est strictement inclus dans M +mR), contradiction.

O

Théoréme A.1.3 (Théoréme de la base de Hilbert)
Soit R un anneau commutatif unitaire. Si R est neetherien, alors R|x] est neetherien.

Démonstration. Voir corollaire 11.3 du chapitre 111 de |Gri07]. O

Corollaire A.1.4
Soit K un corps. Pour tout n € N, K[z1,...,x,] est netherien.

62
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence. L’anneau K[x] est noetherien (en
tant qu’anneau principal, par la proposition A.1.2). Le théoréme précédent permet la
récurrence. ]

Définition A.1.5 (Radical d’un idéal et idéal radical)
Soit I un idéal d’un anneau commutatif R.

(i) Le radical de I, noté /1, est lintersection des idéauz premiers contenant I (s’il

n’existe pas d’idéaux premiers contenant I, par exemple si R n’est pas unitaire,
alors I = R).

(i4) I est dit radical si I = /1.

Proposition A.1.6
Soit R un anneauw commutatif et I un idéal de R. Alors

VI={reR:3IneN\{0},r eI}

En particulier, \/{0} est l’ensemble des éléments nilpotents de R.

A.1.1 Eléments nilpotents

Définition A.1.7 (Anneau réduit)
Un anneau est dit réduit s’ ne posséde pas d’éléments nilpotents non-nuls.

Définition A.1.8 (Nilradical)
Le nilradical d’un anneau R est Uensemble des éléments nilpotents de R.

Remarque A.1.9
Dans un anneau commutatif, le binome de Newton implique qu’il s’agit d’un idéal.

Proposition A.1.10
Soit R un anneau commutatif et I son nilradical. Alors R[] est réduit.

Démonstration. Soient r+1 € R/r et n € N tel que (r+1)" = 0, c’est-a-dire r" € I.
Ainsi, r est nilpotent et r + 1 = 0. O

Notation A.1.11
Soit R un anneau commutatif. On note Ryeq I'anneau réduit R/f, ot est I l'ensemble
des éléments nilpotents de R.

A.1.2 Localisations

Dans cette section, un anneau désigne un anneau commutatif unitaire.

Définition A.1.12 (Ensemble multiplicatif)
Soit R un anneau. Un sous-ensemble S C R est dit multiplicatif si pour tous s,s’ € S,
onass €85,

Soit S C R un ensemble multiplicatif. On définit une relation sur R x S :
(r,s) ~ (r',s') & Jsg € S tel que (rs’ — sr')sgp = 0.
On montre qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

Notation A.1.13
On écrit £ pour la classe d’équivalence de (r, s). L’ensemble des classes d’équivalence
se note ST'R.



64 ANNEXE A. RESULTATS CLASSIQUES

Définition A.1.14 (Localisation)
L’ensemble ST'R défini ci-dessus s’appelle localisation de R par rapport a S.

Proposition A.1.15
Soit S C R un ensemble multiplicatif. ST'R est un anneau commutatif unitaire pour
les opérations définies par

/ / / / /
r r rs +nr's rr rr , ,
= — - = — Vr,r € R,Vs, s € 8.

ss’ 7 ss'  ss’

s g

Notation A.1.16
Soit R un anneau, P un idéal premier et S = R\ P. Dans ce cas, on écrit Rp pour
S~IR.

Proposition A.1.17
Rp est un anneau local.

Démonstration. Voir proposition 4.8, chapitre VII, de [Gri07]. O

Proposition A.1.18

Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux et P un idéal premier de B. Alors
¢ s’étend en un homomorphisme pp : A,-1(py — Bp (ce qui a un sens, puisque la
pré-image d’un idéal premier par un homomorphisme d’anneauz est un idéal premier).

. . . 12 _ ¢(a) .
Démonstration. Soit % un élément de A,-1(p). On pose pp (%) = o) qui est est

un homomorphisme d’anneaux bien défini. O

Proposition A.1.19
Soit R un anneau, I un idéal de R, P un idéal premier de R contenant I ainsi que
i : R — Rp lapplication envoyant v sur 7. Alors on a

Rp/rRp = (R/Dp/r
ot I Rp désigne ['idéal engendré par I dans Rp.

Proposition A.1.20

Soit R un anneau commutatif et S une partie multiplicative propre de R. L’application
canonique ps : R — ST'R induit une correspondance bijective entre les idéaus
premiers de STIR et les idéaux premiers de R disjoints de S.

Démonstration. Voir proposition 4.5 du chapitre VII de [Gri07]. O

A.2 Anneaux gradués

Définition A.2.1 (Anneau gradué)
Un anneau gradué est un anneau R qui se décompose en une somme directe de sous-

groupes abéliens
R= P Ra.
deNg

On demande de plus & ce que pour tous d,e € Ny on ait RgRe C Rgie.
Définition A.2.2 (Elément homogéne)

Dans la définition ci-dessus, un élément de Ry s’appelle élément homogéne de degré
d.
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Proposition A.2.3
Soit R un anneau gradué et I un idéal de R. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) I =@aen,(RaN ).

(i) Il existe un ensemble générateur pour I constitué d’éléments homogénes.

Définition A.2.4 (Idéal homogene)
Un idéal d’un anneau gradué satisfaisant les deur conditions ci-dessus est appelé idéal
homogéne.

Proposition A.2.5
Soient I et J deux idéaur homogénes d’un anneau gradué R. Alors : I+ J, INJ et
1J sont des idéauz homogénes.

Proposition A.2.6
Soit I un idéal homogéne d’un anneau gradué R. Pour vérifier que I est premier, il
suffit de vérifier que

abel=acloubel

pour tout couple d’éléments homogeénes a,b € R.

Démonstration. Soit I un idéal satisfaisant la propriété pour les éléments homogénes
ainsi que z,y € R des éléments tels que zy € I. On écrit la décomposition en éléments
homogénes de x et de y :

T=2q; + ...+ %ay, Y=Yg +---F+Ys-

Parmis les k 4 [ éléments homogenes, on en choisi un qui ne fasse pas partie de I (si
cela n’est pas possible, x et y sont dans I). Sans perte de généralité, on peut supposer
que yg, ¢ I. En effectuant le produit de zy, on trouve que zq,y3, € I (puisque
est homogene) et notre hypothése implique que x4, € I. On considére maintenant
le premier facteur du produit (z — zq, )y, qui est zq,ys,, et on trouve z,, € 1. En
itérant le processus on obtient xz € I, comme désiré. O

Proposition A.2.7
Si I est un idéal homogeéne, alors \/I est homogéne.

Démonstration. Soit x € VI, cest-a-dire qu’il existe n € N tel que z" € I (voir
proposition A.1.6). Soit y 'élément homogene de plus haut degré dans la décomposi-
tion de z, c’est-a-dire y" est I’élément homogeéne de plus haut degré de x™. Puisque
y* € I, on ay € vI. On recommence ce procédé avec z — y afin de montrer que
toutes ses composantes homogénes sont dans V1. OJ

Exemple A.2.8 (Le cas des polynomes)
On aimerait voir K|[z1,...,x,] comme un anneau gradué. Pour cela, on définit

r
Rd:{ E ai-x?i’l-..uaﬁi’”:ai,1+...—i—o¢i,n:d,aiEK,W:O,...,T}.
=0
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A.3 Limites directes et projectives

Définition A.3.1 (Ensemble ordonné filtrant)
Un ensemble (I,<) est dit ensemble ordonné filtrant si (I, <) est un ensemble par-
tiellement ordonné et si pour tous 1,5 € I, il existe k € I tel que 1 < k et j <k.

Définition A.3.2 (Systéme projectif)
Soient I un ensemble ordonné filtrant. Un systéme projectif sur I est la donnée
d’une famille d’objets (X;);cr d’une catégorie € et, pour chaque couple (i,j) € I?
tel que i < j, d’un morphisme ;; : X; — X;. Ces morphismes doiwent vérifier les
propriétés suivantes :

(1) i =idx, pour tout i € I ;

(it) pour tous 1,7,k € I tels que i < j < k, ©ij @ik = ik
Un tel systéme est noté (Xi, ij).

Définition A.3.3 (Morphismes compatibles)

Soit (Xi, pij) un systéme projectif dans une catégorie €, X € |€| et une famille de
morphismes ¢; : X — X;. La famille (p;)icr est dite compatible avec le systéme
(Xi, @ij) si pour tous i,j € I avec i < j, on a pijp; = @;.

Définition A.3.4 (Limite projective)

Soit (X, pij) un systéme projectif dans une catégorie €. Une limite projective (X, ¢;)
du systéme est la donnée d’un couple (X, p;), ot X € |€| et les ¢; forment une
famille de morphismes compatibles. Ce couple doit satisfaire la condition suivante :
st Y — X, Y € |F|, est une autre famille de morphismes compatibles, alors
il existe un unique morphisme ¢ : Y — X tel que le diagramme suivant commute
pour tous 1 < j

Définition A.3.5 (Systéme inductif)
Soient I un ensemble ordonné filtrant. Un systéme inductif sur I est la donnée d’une
famille d’objets (X;)ic; d’une catégorie € et, pour chaque couple (i,7) € I? tel que
i < j, d'un morphisme @;; : X; — X;. Ces morphismes doiwent vérifier les propriétés
suivantes :

(1) wi; = idx, pour tout i € I ;

(i) pour tous 1,7,k € I tels que i < j < k, ©jr 0ij = ik
Un tel systéme est noté (X;, pij).

Définition A.3.6 (Morphismes compatibles)
Soit (Xi, pij) un systéme inductif dans une catégorie €, X € |€| et une famille de
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morphismes ¢; : X; — X. La famille (p;)icr est dite compatible avec le systéme
(Xi, @ij) si pour tous i,j € I avec i < j, on a ©jpij = ¢;.

Définition A.3.7 (Limite inductive)

Soit (Xi, @ij) un systéme inductif dans une catégorie €. Une limite inductive (X, ¢;)
du systéme est la donnée d’un couple (X, ¢;), o X € || et les ¢; forment une
famille de morphismes compatibles. Ce couple doit satisfaire la condition suivante :
si; » Xi — Y est une autre famille de morphismes compatibles, alors il existe un
unique morphisme ¢ : X — Y tel que le diagramme suivant commute pour tous

Y
A
¥
Ui pj
X
w
X; o X

La limite inductive, si elle existe, est notée ligiel X;.

Proposition A.3.8 (Existence de la limite projective)

Soit € une catégorie dans laquelle le produit de toute famille d’objets ainsi que 1’¢é-
galiseur de toute paire de morphismes existe. Si (X, @ij) est un systéme projectif dans
cette catégorie, alors sa limite projective existe.

Démonstration. Voir [Gugl0]. O

Remarques A.3.9 (i) La limite projective existe donc dans Top et Grp.

(ii) De la méme maniére, on peut montrer que la limite inductive existe dans ces
deux catégories.

Soit (Gj, ¢i;) un systeme inductif de groupes et considérons 'union disjointe

& =1]¢:

el
On définit alors une relation ~ sur G’ de la maniére suivante : si z € G; et y € Gj,
alors
z~y e Ik el pin(r) = pixy)

Le fait que I soit un ensemble filtrant implique que ~ est une relation d’équivalence
et Pon écrit G = G'/. Il faut vérifier que ’on puisse mettre une structure de groupe
sur G et qu’il s’agit bien de la limite inductive du systéme. Soient [g], [h] € G ainsi que
g € Gi, h € Gj des représentants de ces classes. Puisque I est un ensemble filtrant, il
existe k tel que 7,7 < k. On pose alors

91[h] = [pir(9)ejn(h)]

et on verifie que c’est bien défini (cela ne dépend pas des représentants choisis ni de
I'indice k). On définit pour chaque i € I 'application ¢; : G; — G qui envoie g sur
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[g], qui est un homomorphisme de groupes. Si g € G; et i,j € I sont tels que i < j,
alors g ~ ¢;j(g), et donc ¢;(g) = ¢;¢i;(g), ce qui implique qu’il s’agit de morphismes
compatibles.

Définition A.3.10 (Sous-ensemble cofinal)
Soit I un ensemble filtrant et J C I. J est dit cofinal dans I si pour tout i € I, il
existe j € J tel que v < j.

Proposition A.3.11
Soit I un ensemble filtrant et J C I un ensemble cofinal. Alors, si (X;, i) est un
syteme direct (respectivement projectif), on a %ﬂie[ X, = ligie] X, (respectivement

b, Xi = Jim,, X;).

A.4 Topologie

Proposition A.4.1
Soient X et Y deux espaces topologiques ainst que f : X — Y wune application
continue. Alors, pour tout sous-ensemble A de X on a :

f(4) C f(A).

N

Démonstration. Puisque f est continue, ffl(f( )) est un fermé de X qui contient

A, on a donc

ce qui implique
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Table des notations

(S) Idéal engendré par les éléments de S

A" Espace affine de dimension n

A(S) Idéal constitué des polynémes ayant pour racines les éléments de S
Ab Catégorie des groupes abéliens

Ab(X) Catégorie des faisceaux sur un espace topologique X
Algf(’r Catégorie des K-algébres réduites de type fini

af Degré du polynéme f

Grp Catégorie des groupes

IRp Idéal I vu dans Rp

hom([]) Ensemble des éléments homogeénes de l'idéal 1
hom(X,Y) Ensemble de morphisme de X vers Y

N Ensemble des entiers strictement positifs

Np Ensemble des entiers non-négatifs

P Ensemble des nombres premiers

Ry Localisation de R en f (c’est-a-dire en {1, f, f,...})
Rp Localisation de R en l'idéal premier P

Rred Rreq = R/+/{0}

Sceh(S) Cateégorie des S-schémas

INQD! Anneau des coordonnées d’un ensemble algébrique V'
Top Catégorie des espaces topologiques

V(9) Racines communes des polynémes appartenant & .S
AY Catégorie des variétés

A% Catégorie des variétés sur K

V(ﬁ f Catégorie des variétés affines sur un corps K
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