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Résumé

Le but de ce projet est de présenter les groupes profinis et quelques unes de leurs
applications, dont une courte introduction & la cohomologie galoisienne. Dans la pre-
miére partie, nous commencerons par mettre en place les différents outils nécessaires
(groupes topologiques ainsi que leurs propriétés, puis les limites projectives), ce qui
permettra de présenter deux caractérisations des groupes profinis : I'une topologique
et lautre algébrique, comme limite projective de groupes finis. Grice a cette deux-
iéme caractérisation, nous verrons comment certaines propriétés des groupes finis se
transmettent a la limite (groupes procycliques, par exemple).

Meéme si, actuellement, les groupes profinis sont utilisés dans des domaines variés,
leur développement fut motivé par I’étude du groupe de Galois d’extensions infinies,
ce qui sera présenté dans la quatriéme section : nous verrons que les groupes de Ga-
lois sont des groupes profinis, que, sous certaines conditions, la correspondance de
Galois reste correcte et que chaque groupe profini peut étre réalisé commme groupe
de Galois d'une extension de corps.

Dans la deuxiéme partie, nous étudierons quelques résultats de base de la cohomolo-
gie galoisienne non-abélienne de groupes profinis. En particulier, nous introduirons
le probléme de descente galoisienne et verrons comment les outils homologiques per-
mettent d’y apporter une réponse.



Chapitre 1

Groupes profinis

1.1 Introduction

Le but de cette partie est d’introduire les différentes notions permettant la défini-
tion et ’établissement des premiéres propriétés des groupes profinis. La premiére sec-
tion présente quelques résultats sur les espaces topologiques et les groupes topologiques
tandis que la seconde sert a définir les systémes projectifs et leurs limites.

1.1.1 Préliminaires topologiques

Définition 1.1.1 (Espace totalement discontinu)
Un espace topologique est totalement discontinu si les seuls ensembles connexes sont
l'ensemble vide et les singletons.

Proposition 1.1.2
Soit X un espace topologique. On a les propriétés suivantes :

(i) Si X est totalement discontinu, alors {z} est fermé pour tout v € X.

(i) Si X est fini et muni de la topologique discréte, alors il est compact et totalement
discontinu.

Démonstration. On va prouver les différents points séparément.

(i) Soit x € X et F, 'adhérence de {z} et supposons que {z} C F,. Puisque F;
contient plus d’un seul élément, il ne peut étre connexe. Ainsi, il existe deux
ouverts non-vides disjoints U,V avec x € U et F, = U U V. Puisque U est
fermé dans F, et que F, est fermé, il I'est aussi, ce qui implique F, = U,
contradiction.

(ii) L’ensemble X étant fini, il est clair qu’il s’agit d’un espace compact. Soit C
un ensemble contenant au moins deux points et z € C. Alors {z} | (C'\ {z})
est une séparation de C. Ainsi, C n’est pas connexe et donc X est totalement
discontinu.

O

Proposition 1.1.3
Soit X un espace topologique compact, de Hausdorff et totalement discontinu. Alors
X admet une base d’ouverts fermés.

Démonstration. Voir |RZ00]. O
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Proposition 1.1.4

Soit X un espace topologique compact et de Hausdorff ainsi que x € X. La com-
posante connexe C, de x est intersection de tous les voisinages ouverts et fermés
de x.

Démonstration. Voir le lemme 1.1.11 de [RZ00]. O

Les quatre propositions suivantes sont souvent utilisées. Leur preuve ne pose pas

de difficulté.

Proposition 1.1.5
Soit X un espace topologique. Alors X est de Hausdorff si et seulement si la diagonale
A={(z,y) € X x X :x =y} est fermée dans X x X.

Proposition 1.1.6

Soient X,Y deuz espaces topologiques avec Y de Hausdorff ainsi que XTi Y deux

applications continues. Alors

{reX: f(z)=yg(x)}
est fermé dans X.

Proposition 1.1.7
Soit X un espace de Hausdorff. Soit C C X un sous-ensemble compact de X. Alors
X est fermé.

Proposition 1.1.8

Sotent X,Y deux espaces topologiques tels que X est compact, Y est de Hausdorff
ainst que f: X — Y une application bijective continue. Alors f est un homéomor-
phisme.

Groupes topologiques

Définition 1.1.9 (Groupe topologique)

Un groupe (G,-) dont l’ensemble sous-jacent est muni d’une topolgie est dit groupe
topologique si la prise d’inverse et l'opération du groupe - : G X G — G sont des
applications continues pour la topologie sur G (dans le deuxiéme cas, la topologie sur
G x G est la topologie du produit).

Remarques 1.1.10 (i) Dans ce document, si on parle simplement d’un groupe, il
est sous-entendu qu’il est muni de la topologie discréte. Par contre, un « groupe
topologique » est donné avec sa topologie.

(ii) Si nécessaire, la loi du groupe sera notée p: G x G — G.

Définition 1.1.11 (Anneau topologique)
Un anneau (A,+,-) est dit anneau topologique si (A,+) est un groupe topologique
est si la loi multiplicative de A x A dans A est continue.

Remarque 1.1.12
Chaque anneau considéré sera toujours muni d’un élément neutre pour la multipli-
cation.
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Exemples 1.1.13

Comme exemples typiques de groupes topologiques, on a Q et R™ qui sont munis
de la topologie engendrée par la métrique euclidienne, n’importe quel groupe muni
de la topologie discréte, GL,(R) muni de la topologie de R™ (dans ce cas, montrer
qu’il s’agit d’un groupe topologique demande un peu de calcul), etc.

Définition 1.1.14 (Morphisme de groupes topologiques)

Un morphisme de groupes topologiques est un homomorphisme de groupes continu.
De méme, un isomorphisme de groupes topologiques est un isomorphisme de groupe
continu dont linverse est continu.

Proposition 1.1.15 (Propriétés de base des groupes topologiques)
Soit G un groupe topologique. On a les propriétés suivantes :

(i) Soit h € G. L’application m, : G — G, qui envoie g sur hg, est un homéo-
morphisme.

(i) Pour tout sous-groupe ouvert (respectivement fermé) H de G et pour tout élé-
ment g € G, la classe a gauche gH est ouverte (respectivement fermée).

(#ii) Tout sous-groupe ouvert est fermé.
(iv) Si G est compact et que H <, G, alors H est d’indice fini dans G.

(v) Si H est un sous-groupe de G contenant un sous-ensemble ouvert U non-vide,
alors H est ouvert.

(vi) Soit H un sous-groupe normal de G. Alors, G/fg est un groupe topologique
(muni de la topologie quotient).

(vit) Soit U un sous-ensemble ouvert de G avec 1 € U. Alors, il existe un sous-
ensemble ouwvert V de G avec 1 €V et tel que V=V et VV C U.

(viti) G est de Hausdorff si et seulement si {1} est fermé dans G.
(iz) Si H est un sous-groupe normal fermé de G, alors G /g est de Hausdorff.

(z) Si G est totalement discontinu, alors il est de Hausdorff.

Démonstration. (i) Clair.

(ii) La classe gH est la préimage de H par I'isomorphisme 7 1.

(iii) Soit H un sous-groupe ouvert de G. On a alors G\ H = J ¢y gH. Puisque
chaque classe gH est ouverte, G\ H 'est aussi.

(iv) Clair.
(v) Ona H = Jpcy hU.

(vi) Le quotient G/fy est un groupe et est muni de la topologie usuelle du quotient
(remarquons que cette topologie peut étre définie méme si G/p n’est pas un
groupe). L’application p : G/ x G/ qui envoie (g1H,g2H) sur gigoH est
continue puisqu’elle peut s’écrire comme composition d’applications continues
p(g1H, goH) = 7(g1g2). Le cas de I'inverse se traite de maniére semblable.

(vil) Soit W le sous-ensemble de G constitué des paires (g,h) telles que gh € U
(W est la préimage de U pour la loi du groupe). On a que W est ouvert et
que (1,1) € W, ce qui implique l'existence de Wi, Ws deux ouverts tels que
(1,1) € Wy x Wo C W. Alors V = (Wi N Wa) N (W N W, ) satisfait 1 € V,
VVcUetV=V"1
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(viii) Dans un espace topologique de Hausdorff, chaque singleton est fermé.
Réciproquement, supposons que {1} soit fermé dans G. Alors la diagonale A,
qui est la préimage de {1} par 'application continue zy !, est fermée dans
G x G, ce qui implique que G est de Hausdorff.

(ix) Deécoule directement du point précédent.
(x) SiG est totalement discontinu, {1} est fermé (proposition 1.1.2), ce qui implique

qu’il est de Hausdorff.
O

Proposition 1.1.16
Soit G un groupe topologique compact, de Hausdorff et totalement discontinu et N
lensemble des sous-groupes normauz ouverts de G. Alors (e N = {1}.

Démonstration. Voir [Oss07]. O

Remarque 1.1.17 (Premier théoréme d’isomorphisme)

Soit f : G — H un morphisme de groupes topologiques. On sait que G/kerf =im f
en tant que groupes. Cependant, cet isomorphisme n’a aucune bonne raison d’étre
un isomorphisme de groupes topologiques : 'application induite f : G/ker f— H
est continue et bijective mais pas forcément ouverte. Par contre, si G et H possédent
des propriétés supplémentaires (par exemple si G est compact et H est de Hausdorff)
alors on aura un isomorphisme de groupes topologiques (proposition 1.1.8). En par-
ticulier, le premier théoréme d’isomorphisme sera vrai si G et H sont des groupes
profinis (voir 1.2.7).

Proposition 1.1.18

Soit G un groupe topologique compact, {H; : i € I} une famille de sous-ensembles
fermés de G telle que pour tous i,j € I, il existe k € I tel que Hy, C H; N Hj. Alors,
st H est un sous-ensemble fermé de G on a :

el iel

Démonstration. Le fait que (ﬂiel Hz) H C ;e HiH est clair.

Pour l'inclusion inverse, soit g € (,c; H;H et supposons que g ¢ (ﬂz‘el HZ) H, ce
qui implique que gH 1N Nicr Hi = 0. Puisque tous ces ensembles sont fermés et que
G est compact, il existe i1,...,1, € I tels que

n
gH_l N m Hij = @
j=1
Soit k € I tel que Hy, C ﬂ?zl H;;, alors gH 1N Hy =0 et donc g ¢ HLH, ce qui
contredit le fait que g € (;c; H;H. O

1.1.2 Systémes projectifs et limites projectives

L’approche qui est présentée ici est celle que 'on trouve dans les livres [RZ00]
et [Wil98]. J’ai cependant choisi de présenter les définitions des systémes projectifs
et de leurs limites dans un cadre plus général. Les quelques notions de théorie des
catégories utilisées peuvent étre trouvées dans [Bor94| et [ML9S].

Définition 1.1.19 (Ensemble ordonné filtrant)
Un ensemble (I,<) est dit ensemble ordonné filtrant si (I, <) est un ensemble par-
tiellement ordonné et si pour tous i,j € I, il existe k € I tel que i <k et j <k.
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Définition 1.1.20 (Systéme projectif)

Soient I un ensemble ordonné filtrant. Un systéme projectif sur I est la donnée
d’une famille d’objets (X;)icr d’une catégorie € et, pour chaque couple (i,j) € I?
tel que © < j, d’un morphisme p;; : X; — X;. Ces morphismes doivent vérifier les
propriétés suivantes :

(i) wii = idx, pour tout i € I ;
(i) pour tous 1,7,k € I tels que i < j < k, ©ij Qjk = ik

Un tel systéme est noté (X, pij).

Définition 1.1.21 (Morphismes compatibles)

Soit (X, pij) un systéme projectif dans une catégorie €, X € |€| et une famille de
morphismes @; : X — X;. La famille (p;)icr est dite compatible avec le systéme
(X5, @ij) si pour tous i,j € I avec i < j, on a pijp; = ;.

Définition 1.1.22 (Limite projective)

Soit (Xi, pij) un systéme projectif dans une catégorie €. Une limite projective (X, ¢;)
du systéme est la donnée d’'un couple (X, p;), o X € |%| et les p; forment une
famille de morphismes compatibles. Ce couple doit satisfaire la condition suivante :
st Y — X, Y € ||, est une autre famille de morphismes compatibles, alors
il existe un unique morphisme Y 1 Y — X tel que le diagramme suivant commute
pour tous 1 < j

Diagramme 1.1: Limate projective

Proposition 1.1.23 (Unicité de la limite projective)
Si une limite projective (X, ;) d’un systéme projectif (X, ;) existe, elle est unique
G 1somorphisme prés.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si 'on prend Y = X dans la défini-
tion précédente, on a 'existence d’un unique morphisme ¢ : X — X tel que le
diagramme commute. Puisque idx remplit ce role, il est le seul.

Supposons que (X, ;) et (Y,1);) soient deux limites d’'un méme systéme projectif.
La définition précédente nous assure l'existence d’un morphisme v : Y — X faisant
commuter le diagramme ci-dessus. En échangeant X et Y, on obtient un morphisme
1; : X — Y avec des propriétés similaires :
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Diagramme 1.2: Unicité de la limite projective

Pour ¢ < 7, regardons :
Pij i VY = Qij¥iv = ijp; = @i

Ainsi, si Pon prend Y = X dans la définition, le morphisme ¢7; fait commuter le
diagramme et donc 91 = idx. De la méme maniére, on montre que 11 = idy. Ainsi,
X=zY. O

On peut ainsi parler de la limite d’un systéme projectif et, si elle existe, on la
note @ie[ X, ou encore mXi.

Proposition 1.1.24 (Existence de la limite projective)

Soit € une catégorie dans laquelle le produit de toute famille d’objets ainsi que 1’é-
galiseur de toute paire de morphismes existe. St (X, i) est un systéme projectif
dans cette catégorie, alors sa limite projective existe.

Démonstration. Soit P = Hiel X; et m; : P — X; les projections. On définit :
a:P — HX@, AL = Tk, VkSl,
i,j€l
i<j
B:P — | Xo Bu=oum, k<L
1,7€1

i<j

Soit (X, f) l'égaliseur de (o, B) et ¢; = m; f. Alors (X, ¢;) est la limite projective du
systéme. La situation est la suivante :

«
X4f>P*/B>Hl§]Xz

O J{
Tk
Pk

Xk
Diagramme 1.3: Existence de la limite projective

Pour vérifier que les ; sont bien des morphismes compatibles, soient i < j alors :
wij; = pigTif = Bisf = i f =mif = ¢

L’universalité de X provient de celle de ’égaliseur. O
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La proposition précédente nous permet d’affirmer I'existence de la limite de sys-
témes projectifs d’espaces topologiques, groupes topologiques, anneaux topologiques,
etc. La proposition suivante explicite une telle limite dans le cas des espaces topologiques
et groupes topologiques.

Proposition 1.1.25 (Description de limites projectives)
Soit (Xi,@ij) un systéme projectif d’espaces topologiques (respectivement groupes

topologiques). On pose P = [[,c; Xi, muni de la topologie usuelle du produit, les
projections m; : P — X;, et on considére le sous-espace suivant

X = {a: = (%‘)iel e P:Vi < j,a:i = gOij(.%'j)},

ainst que les restrictions p; = ﬂ'i‘X. Alors (X, ;) est la limite projective du systéme.

Pi
X

AN
21
P
7
ij Xj

©
Diagramme 1.4: Description de la limite projective

Démonstration. Tl est clair que les ¢; sont des applications continues (comme re-
striction des projections qui sont continues) et il s’agit d’applications compatibles
de part la définition de X. Il reste & montrer que (X, ;) satisfait la propriété uni-
verselle. Pour cela, soit Y un espace topologique et (1;);cr des applications continues
compatibles. On pose :

DY P
y

—
— ("%(y))ig

et on a alors mh(y) = ¥;(y), pour tout i € I. Soient 4,5 € I tels que i < j, alors
T = b = iy = i,

ce qui implique que 1m(z/~1) C X. On peut ainsi poser ¢ = 1[) Pour "unicité, supposons
que ¢ : Y — X soit une application continue telle que p; = 1;, pour tout ¢ € I.
Il faut montrer que ¢ = y, c’est-a-dire que m;%) = m; pour tout ¢ € I, ou encore
w1 = @;p, ce qui est le cas puisque les deux termes valent ;.

Le fait que les ¢;; soient des homomorphismes de groupe implique que X est un sous-
groupe de P. De plus, les ¢; sont clairement des homomorphismes de groupes. [

Notation 1.1.26
Je noterai souvent « soit (Xj, ¢;;) un systéme projectif ». Il sera alors sous-entendu :

(i) que l'ensemble filtrant est I.

(ii) que les projections sont ¢;.
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Exemples 1.1.27 (i) Soit F un ensemble et F' = {X, : i € I'} une famille de sous-

(iii)

ensembles de E telle que pour tous X;, X; € F, il existe X, € F' avec X C X;
et X} C X;. Définissons un ordre sur I par : i < j & X; C X; et, pour i < j,
@ij + X; =X, est I'inclusion canonique. Alors la limite lim X; peut étre
identifiée avec l'intersection des X; (si N = (1); X;; il s’agit de la diagonale du
produit [[; N).

Soit p € P et, pour n € N, posons G,, = Z/pnz. Pour i < 7, on définit :

QOZ']'ZGJ' — Gl
k+pZ — k+p'Z.

On voit qu’alors (G, ¢ij) est un systéme projectif. Ce systéme sera présenté
plus en détails par la suite.

Soit {X;}icr une collection infinie d’espaces topologiques. On va voir qu’il est
possible d’exprimer le produit P = [[;.; X; comme une limite projective de
produits finis. L’ensemble Z = {F : F C I,|F| < oo}, que 'on muni de
I'ordre naturel de I'inclusion, est un ensemble filtrant. Pour F' € Z, on pose
Prp = [Licp Xi. Pour F,G € T avec F' C G, on définit prg : P — Pp qui
projette un élément de Py dans Pr. On voit qu’alors (Pr, prg) est un systéme
projectif et on va montrer que 1'£1PF = P. Pour cela, soit ¢ l'application
suivante :

o:P — HPF
FeTl
x — (x), ou p(x)p =xp.

On va montrer les différents points :

- 1m(<p) C 1<£IIPF :
Soit z € P et F,G € T tels que F' C G. On voit qu'alors gra(zg) = zF, ce
qui implique que ¢(x) € im Pp.

— Injectivité de ¢ :
Supposons que ¢(x) = ¢(y), ce qui implique que zp = yp pour tout F € Z.
En particulier, z;, = yg; pour tout i € .

— Surjectivité de ¢ :
Soit y € l'&le et posons z; = yy;y. Alors p(x) = y.

— Puisque les composantes de ¢ sont des projections ils s’agit d’une application
continue et ouverte.

Les points précédents impliquent que ¢ est un homéomorphisme entre P et

@PF.

1.1.3 Propriétés des limites projectives

Les propositions ci-dessous concernent les propriétés dont hérite la limite d’un
systéme projectif.

Proposition 1.1.28
Soit (X;, @ij) un systéme projectif d’espaces topologiques de Hausdorff et P = [, X;.
Alors l'&nXi est fermé dans P.

Démonstration. Soit x € P\ lim X;, ce qui implique Vexistence de k,l € I avec k <[
et tels que z # pp(x;). Puisque X est de Hausdorff, il existe Vi, Vo deux ouverts
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tels que z € V1, ori(z;) € Vo et Vi NVa = (). L’application ¢y, étant continue, il
existe un voisinage ouvert W C X; de z; tel que (W) C Va. Posons, pour i # k et
i # 1, Wi =X, Wi = Vi et Wy =W. Alors [[,.; W; est un voisinage de = contenu
dans P\ lim X;;. O

Remarque 1.1.29

La condition de Hausdorff dans la proposition ci-dessus est nécessaire. Par exemple,
si I’on prend le systéme constitué de deux espaces topologiques X1 = X5, ot X est
un espace qui n’est pas de Hausdorff et 19 : Xo —> X3 l'identité, alors lim X; n’est
pas fermé dans X; x X;. En effet, on a que yLnXi = A, la diagonale du produit, et
Pon sait que A est fermée si et seulement si X; est de Hausdorff (proposition 1.1.5).

Corollaire 1.1.30
Soit (X, pij) un systéme projectif d’espaces topologiques compacts de Hausdorff.
Alors, @Xi est compact.

Démonstration. Le théoréme de Tychonov nous assure que P = [[,.; X; est un
espace compact. Puisque 1'£1Xi est fermé dans P, il est compact. O

Proposition 1.1.31
Soit (X, pij) un systéme projectif d’espaces topologiques. Alors :
(i) si chaque X; est de Hausdorff, la limite ’est aussi;

(ii) si chaque X; est totalement discontinu, la limite ['est aussi.

Démonstration. (i) Clair.

(ii) Soit C un sous-ensemble connexe de lim X;. Puisque chaque projection ¢; est
continue, ¢;(C) est un sous-ensemble connexe de X; et donc est un singleton.

Il s’ensuit que C' est un singleton.
O

Proposition 1.1.32
Soit (Xi, @) un systéme projectif d’espaces topologiques et X sa limite projective.
Alors

B={p;'(U):i€I,U ouvert dans X;}

est une base pour la topologie de X .

Démonstration. Les ouverts de base de P = [[;.; X; sont des unions d’ouverts du
type [[;,c; Wi, ot Pouvert W; est tel que W; # X; pour au plus un nombre fini
d’indice. Ainsi, un ouvert de X est une union d’ouverts de la forme

O=Xnm (Uy)N...0m; (Us,),
ot chaque U;; est ouvert dans X;,. Ainsi, il suffit de montrer que pour tout x € O,
il existe [ € I et un ouvert U; de X tel que x € cpl_l(Ul) c 0.
Soit donc O comme ci-dessus et z € O. Puisque [ est un ensemble filtrant, il existe
l €I tel que i; <l pour j=1,...,n. Pour chaque j, posons W; = cpijl_l(Uij), qui
est un ouvert de X, et U; = ﬂ;-lzl W;. Puisque z; € Uy, ﬂl_l(Ul) est un voisinage
ouvert de z. Il reste & voir que 7; *(U;) C O. Pour cela, soit y € 7, *(U;). On a alors,
y1 € Uy et il faut voir que y;; € Uy; pour tout j, ce qui est le cas car y;; = @i . (Yk)-
On vérifie alors que la topologie engendrée par B n’est pas plus fine que celle du
produit. O
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Proposition 1.1.33
Soit (G, pij) un systéme projectif de groupes topologiques, G sa limite projective et
H un sous-groupe ouvert de G. Alors il existe | € I tel que ker p; < H.

Démonstration. Puisque 1 € H et que H est ouvert, la proposition précédente nous
assure 'existence de [ € I et d’un ouvert U; de G tel que 1 € gol_l(Ul) C H. De plus,
puisque 1; € Uj, on a ker ¢; C gol_l(Ul) C H, comme désiré. O

Proposition 1.1.34
Soit (X;, pij) un systéme projectif d’espaces topologiques compacts de Hausdorff, X
sa limite et Y un sous-espace fermé de X. Alors, Y = Lgngpz(Y)

Démonstration. Voir [RZ00]. O

Proposition 1.1.35
Soit (X;,¢ij) un systéme projectif d’espaces topologiques non-vides compacts et de
Hausdorff. Alors l'&nXi # 0.

Démonstration. Pour ¢ < j, on définit
Cij = {z €[] Xi 2 = ¢y},
el

et 'on voit que

X =lmX; = () Cu.

k<l

Puisque X; est de Hausdorff, Cy; est fermé dans le produit (proposition 1.1.6), pour

tout k£ < [. Sila limite X est vide, cela implique 'existence de i1, ...,%, €t j1,..., Jn,
avec i < j; pour tout k, tels que (p_; Ci.j, = 0 (X est compact). Puisque I est
un ensemble filtrant, il existe m > ji,...,Jn. On choisit x,, dans X,,, qui n’est
pas vide et on pose zj, = @jm(Tm), pour k = 1,...,n. Pour les autres indices, on
choisit x; de maniere arbitraire. On a ainsi un élément x € [[;.; X; qui appartient &
My—1 Ci,jx, contradiction. O

Proposition 1.1.36

Soit (X, pij) un systéme projectif surjectif (c’est-a-dire que les p;; sont surjectifs)
d’espaces topologiques non-vides compacts de Hausdorff. Alors, pour chaque i € I, la
projection @; : @Xi — X est surjective.

Démonstration. Voir |RZ00]. O
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1.2 Pro-C groupes

1.2.1 Caractérisations des groupes profinis

Remarque 1.2.1

Dans ce qui suit, une classe C, par exemple la classe des groupes finis, désignera
toujours une classe fermée par rapport aux isomorphismes. C’est-a-dire que si F' € C
et G=F, alors G € C.

Définition 1.2.2 (Pro-C groupe)

Soit C une classe de groupes finis. Un pro-C groupe est la limite d’un systéme projectif
surjectif de groupes (G, @ij), ot G; € C est muni de la topologie discréte. La limite
est un groupe topologique muni de la topologie de sous-espace du produit.

Définition 1.2.3 (Produit sous-direct)
Soit Gy, © € I, une collection de groupes et G un groupe. On dit que G est le produit
sous-direct des G; s’il existe une collection de sous-groupes normaux N;, N; <G, tels

que (V;er Ni = {1} et G/N, = G;.

Remarque 1.2.4
Supposons quun groupe G soit le produit sous-direct d’une collection {N;}, comme
ci-dessus. Alors G est isomorphe & un sous-groupe du produit [[ G;. En effet, on

consideére :
0:G— HG/Ni o HG

qui envoie g € G sur sa classe pour chacune des composantes. La condition (1), N; =
{1} nous assure l'injectivité de .

Définition 1.2.5 (Formation)

Une formation est une classe C de groupes finis telle que C est fermée par passage
au quotient et telle que si G est un groupe possédant deux SOus-groupes normaus
N1, Ny tels que G/N,, G/N, € C alors G/N, A N, € C. Cette derniére condition est
équivalente o dire que C est fermée pour les produits sous-directs finis.

Définition 1.2.6 (Cas particuliers de pro-C groupes)
Selon la classe C de groupes considérés, les pro-C groupes prennent un nom partic-
ulier. Par exemple, si la classe C est :

(i) la classe des groupes finis, alors un pro-C groupe est un groupe profini;

(i) la classe des groupes abéliens finis, alors un pro-C groupe est un groupe pro-
abélien.

Théoréme 1.2.7
Soit C une formation de groupes finis fermée par prise de sous-groupes et G un groupe
topologique. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est un pro-C groupe.
(i) G est compact, de Hausdorff, totalement discontinu et pour tout sous-groupe
normal ouvert N de G, G/ € C.

(#ii) G est compact, 1 admet un systéme fondamental de voisinages ouverts T tel que
Nyer N = {1} et tout N € I est un sous-groupe normal de G avec G/ € C.

(iv) L’élément neutre de G admet un systéme fondamental de voisinages ouverts T
tel que (\yer N = {1} et tout N € I est un sous-groupe normal de G avec
G/NeCet G=lim, G/N.



1.2. PRO-C GROUPES 13

Démonstration. (i) = (ii) Puisque G est la limite d'un systéme projectif (G, ¢ij)

de groupes finis (chaque G; est compact, de Hausdorff, totalement discontinu),
le corollaire 1.1.30 et la proposition 1.1.31 impliquent que G hérite de ces
propriétés.
Soit maintenant N <, G. La proposition 1.1.33 nous assure 'existence de [l € |
tel que ker p; < N < G. Puisque G /yer ¢ = im; < Gy et que la classe C est
fermée pour les sous-groupes, G /ey o € C. De plus, le fait que la classe soit
fermée par passage au quotient et que

G/N (G/ker (pz) /<N/ker 90;)

implique que G/)y € C.

(74) = (4i7) La proposition 1.1.3 (et sa démonstration) nous assure I'existence d’un
systéme fondamental Z de voisinages de 'unité tel que (;o7 I = {1}. Il reste a
montrer que tout I € Z contient un sous-groupe normal ouvert N. Pour I € 7,
posons F' = (G'\ I) N I?, qui est fermé car I? est fermé par la proposition 1.1.7.
Soit x € I. Puisque G est de Hausdorff et compact, et que I est ouvert et
fermé, I est compact. Ainsi, il existe des voisinages ouverts V,, W, de x et de
1, respectivement, tels que V,, W, C I et V,W, C G \ F. En effet, le fait que
1,2 € I implique 'existence d’ouverts VW C [ avec 1 € W et x € V. La con-
tinuité de la loi du groupe et le fait que G \ F soit ouvert implique ’existence
de deux ouverts V', W’ tels que (1,x2) € W/ x V' C u=Y(G \ F) (u désigne la
loi du groupe). On peut alors prendre V,, =V NV et W, =W NW'.

La collection {V,, : © € I} est un recouvrement d’ouverts de I et, par compacité
de I, il existe n € N ainsi que 1, ..., 2z, tels que I C |} Va,.

Posons W = ([ Wy, et Z = W N WL L'ouvert Z est donc un voisinage
ouvert de 1 qui est fermé par prise d’inverse. Il lui reste encore deux défauts : il
n’est pas fermé pour le produit d’éléments et, & fortiori, n’est pas normal dans
G.

Pour « fermer » Z par rapport aux produits d’éléments, considérons I’ensem-
ble suivant : H = (Jcn Zk ou ZF est I'ensemble des produits de k éléments
de Z. 1l faut vérifier que le sous-groupe H de G est inclus dans I. Pour com-
mencer, montrons que IZ C I. Soit © € IZ, alors z € G\ F' (cela provient de
la condition VW, C G\ F ci-dessus et de la définition de Z), ce qui implique
que ¢ G\ I ou x ¢ I%. Puisque x € I?, alors, x € I. Ainsi, IZ C I. Par
récurrence, on a que IZ* C I pour tout k € N et, en particulier, Z¥ C I, ce
qui implique que H C I.

Il reste & normaliser le H ; pour cela, on pose N = ﬂgeG gHg™ ' qui est nor-
mal dans G. Puisque G est compact et que H est ouvert, il est d’indice fini
(proposition 1.1.15 (iv)) et donc ne posséde qu’un nombre fini de conjugués,
ce qui implique que N est ouvert. Comme N < H, il satisfait aux propriétés
demandées.

(731) = (1v) On va mettre un ordre <z sur Z : pour I, J € Z, I <7 J si et seulement
si J < I. Ainsi, Z devient un ensemble filtrant, car si I,J € Z, alors I N J est
un voisinage de 1 et donc il existe K € 7 tel que K C I N J, ce qui implique
I<;KetJ<7TK.

Pour I € Z, on définit Gy = G/J et pour I <z J on pose :

vrg: Gy — Gy
gJ — gl,
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qui est bien défini car J < I. On voit qu’alors (G, ¢17) est un systéme projectif
de groupes topologiques. Soit G sa limite. Il reste & montrer que G = G. Pour
cela, on définit ’application suivante :

0:G — G
g — ¢(g), o p(g)r =gl

Par définition des @5y, on remarque que ¢ est bien définie, c’est-a-dire que
imy C G. Puisque © est constituée de projections, elle est continue. Puisque
G est compact et que G est de Hausdorff (chaque G est de Hausdorff, puisque
I est fermé dans G, voir point (ixz) de 1.1.15), le fait que ¢ soit continue et
bijective entrainera que ¢ soit un homéomorphisme (proposition 1.1.8).

Pour l'injectivité, supposons que ¢(g) = ¢(h), ce qui implique que pour tout
I €T, gI = hI et donc que gh™' € I. Puisque l'intersection de tous les sous-
groupes de Z est triviale, on a g = h.

La surjectivité de ¢ provient de celle des ¢y.

(tv) = (i) Clair.

(1) = (i) Meéme si cette étape n’est pas nécessaire puisque les équivalences ont déja
été démontrées, il peut étre intéressant de voir comment réaliser la preuve.
L’idée est de considérer le systéme projectif constitué des G/p, ou H est un
sous-groupe normal ouvert de G. On montre qu’alors G est la limite de ce
systéme projectif.

Remarque :

On utilise pour cela la proposition 1.1.16.
O

Remarque 1.2.8

Au point (7i7) de la caractérisation ci-dessus, 'ensemble Z, constitué de sous-groupes
ouverts est une base de filtres. Puisque chaque I € 7 est normal, cela permet de
définir une unique topologie compatible sur G' (voir [Bou07]). Puisque (\ycz N =
{1}, la topologie définie sera de Hausdorff. Le fait que I'espace ainsi créé soit totale-
ment discontinu provient de la proposition 1.1.4.

Remarque 1.2.9
La classe des groupes finis, celle des groupe cycliques, celle des groupes abéliens
finis, sont des classes qui satisfont toutes les bonnes propriétés demandées dans le
théoréme ci-dessus.

Définition 1.2.10 (Anneau profini)
Un anneau profini est un anneau obtenu comme limite d’un systéme projectif d’an-
neauz finis (munis de la topologie discréte).

On a alors une caractérisation des anneaux profinis semblable & celle des groupes
profinis. La preuve du théoréme suivant peut étre trouvée dans [RZ00].

Théoréme 1.2.11

Soit R un anneau topologique. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) R est un anneau profini.
(#4) R est compact et de Hausdorff.

(#i) R est compact, de Hausdorff et totalement discontinu.
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(iv) R est compact et l’élément 0 posséde un systéme fondamental de voisinages
consistant d’idéauz ouverts de R.

(v) Il existe un systéme projectif surjectif (R;,i;) d’anneauz finis tel que R =
Exemples 1.2.12 (i) Soit R un anneau profini. Alors R* est profini. Le fait que
R* soit de Hausdorff et totalement discontinu est clair. Pour ce qui est de la
compacité, on considére le sous ensemble A de R x R constitué des préimages

de 1 pour la loi multiplicative de 'anneau. Comme R X R est compact et que
A est fermé, il est compact. Ensuite, R* est compact.

(ii) Soit R un anneau profini. Alors le groupe GL,(R) est profini. Cela découle du
point précédent et du fait que My, (R) = R™ est profini (caractérisation (4)).

Proposition 1.2.13
Soit G = 1£1Z G, un groupe profini. Alors les ker p; forment un systéme fondamental
de voisinages ouverts pour 1.

Démonstration. Puisque G est profini, 'unité posséde un systéme fondamental de
voisinage consitué de sous-groupes normaux ouverts. On conclut en utilisant la propo-
sition 1.1.33. O

Définition 1.2.14 (Pro-C complétion d’un groupe)
Soit C une formation non-vide de groupes finis et G un groupe. Soit la collection

IT={I<;G:G/reC},

qui n'est pas vide, puisque G € L. On suppose que T vérifie la propriété suivante :
pour tous I,J € T, il existe K € T tel que K < I1nNJ.

On définit alors un ordre sur T par I <7 J si et seulement si J < I, ce qui fait de
Z un ensemble filtrant. On peut alors considérer le systéme projectif (G/r,¢17), 0w
¢r7: G/y — G/1 enwvoie gJ sur gI. La pro-C complétion de G, notée G est :

Ge =lmG/.
1€l

Selon les cas, il peut étre plus facile de travailler avec une autre définition de la
pro-C complétion d’un groupe. Cela repose sur le lemme suivant :

Lemme 1.2.15

Soit C une formation de groupes finis et G un groupe. Alors, la pro-C complétion de
G est la donnée d’un pro-C groupe G et d’un homomorphisme continu 7: G — G
tel que im T est dense dans G et telle que la propriété universelle suivanle soit
satisfaite : pour tout pro-C groupe H et tout homomorphisme continu ¢ : G — H,
il existe un unique morphisme de groupes topologiques ¢ : Gs — H lel que le
diagramme suivant commute

Ge
TT @

N
G——H.

De plus, il suffit de vérifier la condition ci-dessus pour H € C.

Démonstration. Voir lemme 3.2.1 de [RZ00]. O
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Dans le cas on C est la classe de groupes finis (respectivement la classe des p-
groupes), on Vappellera complétion profinie (respectivement p-complétion), que on
notera G (respectivement Gj). Les deux premiers exemples, qui seront étudiés plus
en détails ci-dessous, sont :

A~

Z = l.&HZ/nZ
neN

Ly = @ Z /an.
neN
Remarque : le complété Z; est usuellement noté Zj, et est appelé groupe des entiers
p-adiques (et cette convention sera utilisée dans ce document).

1.2.2 Complété profini et p-complétion de Z

Dans cette section, on va présenter plus en détails les groupes Z,, et 7 mentionnés
ci-dessus. Soit Gy, = Z/,7. Afin de définir un systéme projectif sur les Gy, il faut
décider d’un ordre <’ sur N (on rappelle que ’on considére 0 ¢ N).

Pour n <’ m, on aimerait pouvoir définir un morphisme .., : G, — G, qui envoie
k + mZ sur k 4+ nZ. Cependant, celui-ci n’est bien défini que si n | m. Ainsi, 'ordre
convenable sur N est n <’ m si et seulement si n | m. Dans ce cas, si a € Z, on doit
avoir

ap = ay  (mod n), Vn|m.

Le complété Z hérite des structures d’anneaux des G, (les opérations sont définies
composantes par composante) et on peut identifier Z & un sous-anneau de 7 en
associant a chaque z € Z I’élément ¢(z) dont toutes les composantes sont z.

Dans le cas des groupes H,, = Z/pnz, l'ordre sur N est I'ordre usuel et, pour n < m,
on définit 'application surjective ¢y, de maniére évidente :

©nm (k‘ =+ Z/me) =k+ Z/pnz.
Ainsi, si a € Zj, on doit avoir
ap = apy, (mod p"), Vn <m.

Proposition 1.2.16 (Identification de Z, avec des séries formelles)
On peut identifier Z, avec l'ensemble des séries entiéres

A:{a:Zanp":anENo,Ogan<p}.

n=0
Démonstration. Pour cela, définissons ¢ : A — Z,,, qui envoie a sur ¢(a), ou

n—1
wla), = Zajp] + p"Z.
§=0
L’injectivité de ¢ provient du fait que pour a € A, chaque a; est strictement inférieur
a p. Pour la surjectivité, soit b € Z,, et posons ag = by. Pour n > 1, le fait que b € Z,
implique que b, = b,+1 (mod p™). Ainsi, il existe a, € N tel que b,11 — b, = a,p™.
Vérifions que p(a) =b:

n—1
p(a)n = ag+ Y (bix1 — b)) +p"Z = ag — by + by + p"Z = by, + p"L.
=1
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On a envie que la bijection entre les deux ensembles devienne un isomorphisme
d’anneaux. Pour cela, on définit pour a,b € A leur somme et leur produit :

at+b = ¢ (pla)+ @)
a-b = ¢ '(p(a) pb)).

De la méme maniére, on peut définir une topologie sur A & partir de celle de Z,,.

On aimerait voir comment on peut injecter Z dans ’anneau A. Pour z € Z, on sait
que ’on peut voir z dans Zj, en prenant la suite constante. Pour lui faire correspondre
un élément a € A, on trouve, avec le méme raisonnement que ci-dessus que a,p” =
Zn41 — Zn. Ainsi, si N € N est tel que pV > 2, on aura que a, = 0, pour tout
n > N. Tout élément de Z vu dans A est donc tel que seul un nombre fini de ses
composantes dans A seront non-nulles. Réciproquement, soit a = > " a;pt € A.
On peut alors lui associer ’élément de Z inférieur a p™ qui est Z?:_Ol a;p'. Ainsi, Z
peut étre indentifié au sous ensemble de A qui posséde au plus un nombre fini de
composantes non-nulles. O

Proposition 1.2.17 (Caractérisation des éléments inversibles de Z,)
Soit b € Zy, un élément inversible et a sa représentation en série entiére. Alors b est
wnwversible si et seulement si ag # 0.

Démonstration. Soit b € Z, et a sa représentation en série entiére. Ainsi, il existe
V € Z, tels que bb' = 1. En particulier, b1b} = 1 dans Z/pZ et donc ag # 0.

Réciproquement, supposons que la représentation en série entiere a de b € Zj, soit telle
que ag # 0. Alors, by posséde un inverse dans Z /pZ~ Supposons que b, soit inversible
dans Z/pnz, c’est-a-dire qu’il existe b/, tel que byb], = 1. Puisque b,, = b,+1 (mod p™),
on trouve que b,41 posséde un inverse dans Z/an 7. ]

Proposition 1.2.18
On a

z=1]z,.

peP

Démonstration. Utilise la caractérisation du complété donnée dans le lemme 1.2.15.
O

1.2.3 Propriétés de base des pro-C groupes

Proposition 1.2.19
Soit C une formation de groupes finis.

(i) Soit G un pro-C groupe et N <.G. Alors, G/N est un pro-C groupe. Si, de plus,
C est fermée pour les sous-groupes, alors tout sous-groupe fermé d’un pro-C
groupe est un pro-C groupe.

(i) Le produit direct de toute collection de pro-C groupe est un pro-C groupe.

(#i) La limite d’un systéme projectif surjectif de pro-C groupes est un pro-C groupe.

Démonstration. (i) Le fait que N soit fermé dans G entraine que G = G/p est de
Hausdorff. Puisque G est compact et totalement discontinu, G ’est aussi. De
plus, pour tout sous-groupe normal ouvert H de G/n7, on a G/f7 € C (par le
troisieme théoréme d’isomorphisme), ce qui implique que G/ est pro-C (car-
actérisation (i7) du théoréme 1.2.7).

Si H est un sous-groupe fermé de G, alors on a H = l‘glgoi(H), par la propo-
sition 1.1.34.
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(i)

(iii)
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Le fait que le produit d’une famille de pro-C groupes soit compact, de Hausdorff
et totalement discontinu est clair. Si G = [[,.; Gi, ot chaque G est un pro-
C groupe, il reste a voir que G/ € C pour tout N <, G. Puisque N est un
ouvert de G, il contient un ouvert de base U, c’est-a-dire qu’il existe n € N,
i1, ..,in € I et Uj; un ouvert de Gij pour chaque j tel qu’en posant W, = G;
i1 F#01,...,0n et Wi, = Uj on ait :

U=][[wicN.
i€l
En utilisant un argument semblable & la preuve du théoréme 1.2.7, on peut

constuire, pour j = 1,...,n, un sous-groupe normal N;; C W;, de G;;. Pour
les autres indices, on prend N; = G;. On a donc :

12

G/Hiel Ni = H Gi/Ni

iel

H Gij/Ni,-‘
i=1 |

Puisque C est une formation et que G,/ N;. € C pour tout j, le dernier produit
J
appartient & C. En effet, en posant, pour k=1,...,n:

n
Tk - H Gl]/NZ] — le/NZk
j=1

comme étant la projection canonique. Les sous-groupes normaux ker 7y sont
ceux demandés par la définition de produit sous-direct. Le troisiéme théoréme
d’isomorphisme permet de conclure.

Provient des deux points précédents et de la caractérisation (7ii) de 1.2.7 (les
voisinages choisis sont les noyaux des projections).
O
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1.3 Groupes profinis

1.3.1 Ordre des groupes profinis

Un groupe profini étant construit & partir d’une collection de groupes finis, on
aimerait pouvoir transposer certains concepts tels les p-sous-groupes, les p-sylows,
etc. Le probléme est que la notion de 'ordre usuel d’'un groupe fini n’est pas trés
utile dans le cas des groupes profinis. En effet, dans le cas d’un groupe profini infini
(qui n’est alors pas dénombrable, comme le montre [RZ00]) son cardinal n’apporte
que peu d’informations. On retrouve certaines des propriétés voulues en généralisant
la notion de nombre naturel comme suit.

Définition 1.3.1 (Nombre surnaturel)
Un nombre surnaturel est un produit formel

n= [,

peP
oun:P— NyU{oo}.

Remarque 1.3.2
Soit n € Ng. On adopte les conventions suivantes :

n<oo, N+00=00-+nN=00+00=00.

Soit

{ni=[]pm™ :ie1}

peP

une collection de nombres surnaturel. On peut alors généraliser les notions de divis-
ibilité, produit, pgdec, ppmc de la maniére suivante :

1 n dit que n; divise n; s1 n;(p) < n;(p) pour tout premier p.
) On dit q divi ;s < n b D .

Hni = Hpn(p)7

el peP

(ii) Le produit des n; est

ou n(p) =2 icr nilp)-
(iii) Le pgdc (respectivement le ppmc) des n; est défini de la maniére suivante :

H pP)

peP

ou n(p) = min;er{n;(p)} (respectivement n(p) = sup;c;{ni(p)}).

Définition 1.3.3 (Indice d’un sous-groupe)
Soit G un groupe profini, H <. G et N l’ensemble des sous-groupes normauz ouverts
de G. On définit 'indice de H dans G par

|G : H| :ppmc{‘G/N : HN/n|: N 6/\/}.
Remarquons que le fait que G soit compact et N € N ouvert implique que |G : N]|

est fini.
On définit alors Uordre de G par |G : {1}|.
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Remarque 1.3.4

Dans le cas d’un groupe fini, cette définition de I'indice d’un sous-groupe coincide
avec la définition habituelle. En effet, le troisiéme théoréme d’isomorphisme nous
donne

\G:H|:ppmc{‘G:HN’:NE/\/}7

qui atteint son maximum lorsque N = H. Comme |G : HN|. (le ¢ sert & désigner
I'indice « classique » pour éviter les confusions) divise |G : H|. pour tout N, le ppmc
est ainsi |G : H,.

Exemple 1.3.5
Intuitivement, on a I'impression que 'ordre de Zj, est p°°. On verra plus bas que c’est
le cas. De méme, puisque Z = HpE]P’ Ly, on a |Z| = Hpeppoo.

Proposition 1.3.6
Soit G un groupe profini.
(i) Soit H <. G etV un systéeme fondamental de voisinages de l'unité constitué de
sous-groupes normauzr ouverts. Alors

|G : H| = ppmc{‘G/N : HN/N‘ N ¢ V}.
(i) Si H <.G, alors
|G: H|=ppmc{|G:U|: H <U <, G}.
(#i) Supposons que I <. J <. G, alors
|G : 1| =|G: J||J: 1|
(i) Soit (Gy,pij) un systéme projectif surjectif de groupes profinis. Alors
‘@G,‘ = ppmc{|G;| : i € I}.
(v) Pour toute collection {G;}icr de groupes profinis,
) [1c:|=11lc:l
iel iel
Démonstration. Voir |RZ00]. O

Remarque 1.3.7
La propriété (ii) de la proposition ci-dessus permet de montrer que si N <. G, alors
|G/NI=1G : N|.

11 est possible de généraliser la notion de p-groupe pour un ensemble quelconque
de premiers. Pour cela, il est nécessaire de définir les m-nombres.

Définition 1.3.8 (w-nombre, pro-m groupe)

Soit n un nombre surnaturel et 1 C P. On dit que n est un m-nombre si chaque fois
que n(p) # 0, alors p € w. Un groupe profini G est un pro-m groupe si son ordre est
un w-nombre (si m = {p}, on parle plutét de pro-p groupe).

Remarques 1.3.9 (i) Le point (iv) de la proposition ci-dessus entraine qu'un groupe
profini G = lim G; est un mw-groupe si les premiers divisant 'ordre des G; sont
uniquement ceux de 7. On voit déja que les notions qui viennent d’étre définies
apportent des résultats intéressants : certaines propriétés de 'ordre d’un groupe
profini sont liées & celles des éléments de la limite (et inversément).

(ii) Si m# = {p}, on a que que G = @Gi est un pro-p groupe si le seul premier
divisant 'ordre des G; est p. Ainsi, un pro-p groupe est une limite de p-groupes.
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1.3.2 m-sous-groupes de Hall

Définition 1.3.10 (m-sous-groupe de Hall)
Soit m CP et #' =P\ w. Un sous-groupe fermé H d’un groupe profini G est appelé
un m-sous-groupe de Hall si H est un pro-m groupe et si |G : H| est un 7'-nombre.

Remarque 1.3.11
En choisissant 7 = {p} dans la définition ci-dessus, on voit que la notion de p-sous-
groupe de Hall prolonge celle de p-Sylow.

Proposition 1.3.12
Soitm CP, ¢ : G — K un morphisme de groupes profinis et H <. G. Alors :

(i) Si H est un m-groupe, p(H) en est un aussi.

(i) Si H est un m-sous-groupe de Hall de G, alors p(H) est un m-sous-groupe de
Hall de o(G).

Démonstration. Supposons que K soit la limite du systéme (K, ;).

(i) Soit p divisant lordre de @(H). Il faut montrer que p € .
Puisque G, K sont compacts et que H est fermé dans G, on a par la proposition
1.1.34

¢(H) = lim ¢;p(H).
Ainsi, il existe j € I tel que p divise l'ordre de ¢;p(H), ce qui implique que p
divise |H| (ici, p est identifié au nombre surnaturel n pour lequel seul n(p) # 0
et n(p) = 1), et donc que p € .
(ii) Arguments similaires.

O

Proposition 1.3.13

Soit 1 C P, G = lim G, ot (Gj, pij) est un systéme projectif surjectif de groupes
finis, et H <. G. ﬁrs H est m-sous-groupe de Hall de G si et seulement si o;(H)
est un w-sous-groupe de Hall de G; pour tout i € 1.

Démonstration. Le sens direct provient de la proposition précédente.

Pour le sens réciproque, puisque le systéme projectif est surjectif, il est clair que
si chaque ;(H) est un m-groupe, H le sera aussi. Il reste & montrer que si chaque
|Gi : pi(H)| est un #’-nombre, |G : H| I’est aussi. La proposition 1.2.13 combiné avec
le point (i) de la proposition 1.3.6 impliquent que

|G : H| = ppmc{!G/ker% : (err%)/kergpi‘ s I}.

Puisque chaque morphisme ¢; est surjectif (proposition 1.1.36), on obtient par le
premier et le deuxiéme théoréme d’isomorphisme :

|G : H| :ppmc{‘Gi : cpz(H)‘ :iEI},
ce qui conclut la preuve. ]

Un exemple de 'utilisation de cette proposition est donné dans la section 1.3.3.

Remarque 1.3.14

La condition de surjectivité dans la proposition précédente est importante. En effet,
si 'on prend Go = S3, G1 = Sy et p12 1 S35y, alors G = @Gi = S3. Or,
I'image par @1 d’'un 2-Sylow de S3 n’est pas un 2-Sylow de Sjy.
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Théoréme 1.3.15
Soit (G, pij) un systéme projectif surjectif de groupes finis, G sa limite projective et
m CP.

(i) Si chaque G; contient un w-sous-groupe de Hall, G contient un m-sous-groupe
de Hall.

(i) Si, pour tout i, chaque T-sous-groupe de G; est contenu dans un 7-sous-groupe
de Hall, alors chaque m-sous-groupe fermé de G est contenu dans un w-sous-
groupe de Hall.

(#i) Si, pour tout i, chaque paire de w-sous-groupes de Hall de G; sont conjugués,
alors chaque paire de mw-sous-groupes de Hall de G sont conjugués.

Démonstration. (1) L’idée est de construire une « sous limite » constituée d’ensem-
bles de m-sous-groupes de Hall. Pour cela, soit G; I’ensemble des m-sous-groupes
de Hall de G;. Pour voir que les G; forment bien un systéme projectif, il faut
s’assurer que goij} g, C G;, ce qui est le cas, puisque chaque ¢;; est surjectif.
Considérons G = yingi, qui n’est pas vide, par la proposition 1.1.35 (chaque
ensemble fini G; est muni de la topologie discréte). Soit H € G, c’est-a-dire que
H; est un m-sous-groupe de Hall de G; pour chaque ¢ et posons H = lim H;. La
proposition précédente implique que H est un m-sous-groupe de Hall de G.

(ii) Soit H un m-sous-groupe fermé de G. L’idée est de considérer pour chaque i
G = {gol(H) < H; < G; : H; est un w-sous-groupe de Hall},

qui n’est pas vide par hypothése. La suite est semblable au point précédent.

(iii) Soient H, H deux m-sous-groupes de Hall de G. On considére

Gi={9€Gi:gpi(H)g " =¢i(H)},

qui n’est pas vide par hypothése. La suite est semblable au point (7).
O

Théoréme 1.3.16 (Théoréme de Sylow pour les groupes profinis)
Soit (G, pij) un systéme projectif surjectif de groupes finis, G sa limite projective et
p eP. Alors :

(i) G contient un p-Sylow.

(i) Chaque p-sous-groupe fermé de G est contenu dans un p-Sylow.
)

(#ii) Chaque paire de p-Sylows de G sont conjugués.
Démonstration. Provient du théoréme précédent et des théorémes de Sylow clas-
siques (voir par exemple [Lan02]). O

Exemple 1.3.17

On trouve directement que |Z,| = p*>. De méme, puisque l'on peut injecter Z, dans
Z, on trouve en utilisant la caractérisation de Z vue dans la proposition 1.2.18 que
Zy, est un p-Sylow de YA

Remarque 1.3.18

Bien que treés pratique, cette maniére d’étendre la notion d’ordre & des groupes infinis
posséde quelques limitations et certains résultats qui sont vrais dans le cas fini ne le
restent pas forcément.
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Premiérement, le fait de ne rajouter qu'un seul infini ne permet pas forcément suff-
isament de précisions. Par exemple, l'ordre de Z est HpEIP’ p™>°, Pordre « maximal »,
alors que 'on peut construire des groupes profinis « plus grands » (dans le sens ou
I’ensemble filtrant sur lequel on travaille pour 7 nest que de cardinalité Rg).
Deuxiémement, un groupe profini dont I’ordre est divisible par un premier p ne pos-
séde pas forcément d’élément d’ordre p. En effet, si [| Z/an posséde un élément
d’ordre p, il n’est pas dans @Z/pnz.

neN

1.3.3 Le groupe général linéaire des p-adiques

On a vu plus haut (exemple 1.2.12) sans donner d’exemple concret que si R est
un anneau profini, alors GL, (R) est un groupe profini. Le but de cette section est de
discuter du cas de GL,(Z,). On rappelle que Z, = @ Z /pi 7, et que 'homomorphisme
d’anneaux ¢; : Z, — Z/piZ désigne la projection naturelle.

On aimerait montrer que

GLn(Zp) = lim GLy, (Z /i Z) .
1€EN
On fixe k € N (pour toute cette section) et on considére :

Or s GLa(Zy) — Ma(Zjphz)
(Mij) — (or(Mij)),

ainsi que K, = I,, + M, (p*Z). On aimerait montrer qu’il existe une suite exacte

Iy —— Ky —> GLa(Z,) %~ GL, (Z/pkz) S

Pour commencer, montrons que im ¢ C GL, (Z/ka)- On va pour cela utiliser la

proposition suivante :

Proposition 1.3.19
Soit b € Zp et k € N. Alors b est inversible si et seulement si @ip(b) € Z/pk7, est
inversible.

Démonstration. Le sens direct est clair.

Supposons que g (b) soit inversible, ce qui implique que p ne divise pas by. On montre
alors par récurrence que p ne peut diviser b; pour tout j < k, ce qui implique que by
est inversible dans Z/pz. Si a est la représentation de b en série entiére, on a ag = by,
et donc ag # 0, ce qui implique que b est inversible (proposition 1.2.17). ]

Remarque 1.3.20
On rappelle que si A est un anneau et M € M,,(A4), alors

M € GL,(A) < det M € A*.

Puisque @i est un homomorphisme d’anneau, que ¢ est définie composante
par composante et que le déterminant d’une matrice se calcule via une somme de
produits, on a, pour M € GL,(Z,) :

det o M = pp, det M,
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ce qui implique que im ¢, C GL, (Z/pkz). Le fait que ¢y soit un homomorphisme
de groupes est clair.
On aimerait montrer que ¢, est une application surjective. Soit B € GL,, (Z/pkz).

Pour tout couple 1 < 4,5 < n, posons A;; € Z, comme étant la suite constante avec
(Aij), = Bij, pour tout [ € N. Si A est la matrice dont les coefficients sont A;;, on a
¢r(A) = B et

det A€ Z," & ppdet A € (Z/pkz)* o det ¢ A = det B (Z/ka>* .

Ainsi, A € GLy(Zy).

L’application ¢ : K — GL,(Z,) est définie componsante par componsante via
'injection habituelle de Z dans Z,. 1l faut encore voir que si A € Ky, alors ¢(A)
est bien une matrice inversible. Comme 9 « commute avec le déterminant » et qu’un
élément de Z, est inversible si et seulement si sa premiére composante est non-nulle,
cela revient & montrer que le déterminant de A est non nul modulo p. On calcule :

det(A) = Z HAiU(,L-) = HAii = H(l +a;p") =1 (mod p).
o€, i=1 i=1 i=1

L’exactitude de la suite exacte en GL,(Z,) ne pose pas de probléme. On a donc

GL(Zy) (1) = Gl (Zpz)

en tant que groupes topologiques (voir remarque 1.1.17).
En tant que noyaux de ’application ¢y, les 1 (K}) sont des voisinages fermés (propo-

sition 1.1.6) de I'unité et sont ouverts (puisque la cardinalité de GL, (Z/ka> est

finie). On remarque de plus que [,y ¥ (Kx) = {I} et la proposition 1.1.33 nous
permet d’affirmer que les ¢(K}) forment un systéme fondamental de voisinages ou-
verts de I'unité dans GL,,(Zy). On a alors, par le théoréme 1.2.7

keK keN

Un p-Sylow de GL,(Z,)

On sait que la cardinalité de GL,, (Z/pz) est

P =1-@" —p)...- (" =p"").

Si on pose
Kk =I,+M, (p (Z/ka)> s

on peut montrer qu’il existe une suite exacte

I, —= Ky —=GL, (Z /ka> . GL, (Z/pz) S
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L’application du premier théoréme d’isomorphisme implique alors
G (2hprz)| = P06 =)

_ p(k:—1)n2 pi (pn—i _ 1)
i=0

_ p(kfl)nQJri"(";l) ﬁ (' —1).

i=1
Ainsi, pour tout k € N, GL,, <Z/pkz> posséde un p-Sylow d’indice [[;", (pi — 1). Le

fait que GL,(Z,,) s’écrive comme une limite de GL,, (Z /ka> implique qu’il possede

un p-Sylow H. On aura alors H = r&lkeN ¢r(H) et donc H est d’indice H:‘L;ol (pi - 1)
dans GL,,(Zp) (voir démonstration de la proposition 1.3.13).

Le cas de SL,,

On a vu ci-dessus que GL,,(Z)) se « comporte bien » par rapport & Z,. On aimerait
montrer maintenant le lien entre SL,,(Z) et les SL,,(Z,). Sil’on prend l'isomorphisme
Y 7 —s HpeIP Zy, on peut 'utiliser afin de définir un isomorphisme ¢ de la maniére
suivante :

¢:SLn(2) — [[SLn(Z

peP
A 9(4), ou (6(A)p),; = ¢(Ai)p.

Montrer que cette application est bien définie et est un isomorphisme se fait avec
quelques jeux d’écriture, comme ci-dessus avec GL,,.

1.3.4 Groupes procycliques

Le but de cette section est de transposer certains résultats s’appliquant aux
groupes cycliques finis. Notamment 'unicité de groupes profinis cycliques et 'ex-
istence de leurs sous-groupes.

Définition 1.3.21 (Ensemble générateur)
Soit G un groupe profini et X un sous-ensemble de G. On dit que X engendre (ou
engendre topologiquement) G si (X) est dense dans G, c’est-a-dire G = (X)

Proposition 1.3.22
Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X — Y wune application continue.
Alors, pour tout A C X, on a

F(4) C f(A).

f(4)
Démonstration. Puisque f est continue, f~ ( f(A ) est un fermé de X qui contient
A, on a donc

ce qui implique
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Proposition 1.3.23
Soit X un espace topologique, A C X et f: X™ — X une application continue. St
f(Ax...xA)CA, alors f(Ax...x A) C A

Démonstration. On calcule :

Corollaire 1.3.24
Soit G un groupe topologique, H < G et N < G. Alors H < G et N <G.

Démonstration. Découle de la proposition et du fait que la multiplication & gauche
(et & droite) par un élément de G est une opération continue. O

Définition 1.3.25 (Groupe procyclique) o
Un groupe profini G est dit procyclique sl existe x € G tel que G = (x).

Proposition 1.3.26
Un groupe profini est procyclique si et seulement s’il est une limite projective d’un
systéme de groupes cycliques.

Démonstration. Soit G = @Gi, ot (G, pij) est un systéme projectif surjectif de
groupes finis.

Supposons que G = @ Alors, p;(x) engendre G; pour tout i € I (cela provient de
la proposition 1.3.22).

Réciproquement, supposons que chaque G; soit cyclique. Pour chaque ¢, posons

Gi ={9€Gi:(g9) =Gi}.

Puisque ;; est surjectif, ¢;; ’ g C G;. Ainsi, les G; forment un systéme projectif qui a
J

une limite non-vide. Un élément de cette limite sera le générateur cherché. En effet,

si g est un tel élément :

(g) =lime;({9)) > limgi((g)) = lim{pi(g)) = Im G; = G.
O

Remarque 1.3.27
En particulier, un groupe procyclique est abélien (comme limite projective de groupes
abéliens).

Proposition 1.3.28
Soit p € P et p'™ un nombre surnaturel.
(i) Il existe un unique groupe procyclique C' d’ordre p™ & isomorphisme pres. Si
n < oo, C= Z/an sinon, on a C = 7Z,,.
(i1) Le groupe Z, a un unique sous-groupe fermé H d’indice p". De plus, H =
Py = Ly sim est fini et H = {1} sinon.
(#it) Chaque groupe procyclique d’ordre p"™ s’écrit comme un quotient de Z, d’une
maniére unique.
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Démonstration. (1) Sin < oo, le résultat est clair. Supposons donc que C' soit un

groupe procyclique d’ordre p*°. On aimerait montrer que

C = l'&nZ/piz.

Pour cela, on va utiliser la caractérisation (iv) du théoréme 1.2.7. Si N est un
sous-groupe (normal) ouvert de C' tel que C/y est fini (ici, C est la classe des
groupes finis), alors on a |C' : N| = p’ pour un certain i. Soient N1, N deux
sous-groupes de C d’indice p’. On aimerait voir que Ny = Nj. Cela provient du
fait que N1/N, 0 N, et N2/N, 0 N, sont deux sous-groupes de méme indice du
groupe cyclique fini C/ Ny N No» e qui implique que N1 = Na. Pour Uexistence,
le fait que |C| = p*> implique l'existence de sous-groupes ouverts d’indice arbi-
trairement grand. Etant donné un sous-groupe d’indice p’, on déduit I'existence
des sous-groupes d’ordre p*, k < i avec un résultat sur les groupes finis et le
théoréme de correspondance. Ainsi, pour chaque 7 € N, C' posséde un unique
sous-groupe H; ouvert d’indice p’. On a donc :

C=lmG/g, = WmZjyiz, = Zy.
Considérons Z, comme I’anneau A de séries formelles (voir proposition 1.2.16)

et, pour n € N non-nul, posons :

on: A — Ly,

[ee] - n—1 A
Y apt — D aip +pZ,
=0 1=0

On constate que cette application est surjective et que son noyau est p" A, ainsi
on a que Z, /pn Zyp =7 /pnz, ce qui implique que p"Z, est un sous-groupe d’indice
p" de Z,. Puisque p"Z, est le noyau de ¢, il est fermé (proposition 1.1.6). Le

méme raisonnement que ci-dessus implique qu’il est le seul sous-groupe d’indice
Y

p".
Soit maintenant H un sous-groupe fermé d’indice p> de Z,. Puisque

’Zp cH|=p>™ = pme{‘Zp/piZP : H(pin)/piZP‘ NS N},

il existe pour tout ¢ € N un entier j(¢) tel que H(pj(i)Zp) < p'Z,. En effet, pour
tout 7, il existe un entier un sous-groupe normal ouvert N; de Z, tel que

pi - ‘ZP/NZ : HNZ/NJ?

c’est-a-dire qu'il existe k tel que
P = ‘Zp/kap : H(kap)/kap"

En utilisant le point (4i7) de la proposition 1.3.6 et la remarque 1.3.7 on trouve
que H(p*Z,) est un sous-groupe d’indice p’ de Z,. Comme ce sous-groupe est
fermé (il est 'image du compact H x (p*Z,) par la loi du groupe), ce qui précéde
implique que H(p*Z,) = p'Z,, pour un certain i. On pose alors j(i) = k.
Ainsi,

H=0{1}=H vz, <Hp¥z, "2 N H (pﬂi)Z,,) < N r'Z, = {1}.

1EN i€EN 1eN i€EN
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(iii) Provient des deux points précédents.

O
Proposition 1.3.29
Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe au produit de ses p-Sylows.
Démonstration. Soit P = {p1,...,p,} C P I'ensemble des premiers divisant ’ordre
de G et, pour chaque p; € P, notons N; 'unique p;-Sylow de G. Le théoréme de
Lagrange implique que |G : Ny -...- N;| =1 et donc que G = Nj -...- N,. Le fait
que |N; N H#i Nj| =1 pour tout ¢ implique que
T
i=1
O

Cette proposition et son utilisation pour la classification des groupes procyclique
provient de [Rib70].

Proposition 1.3.30
Soit G un groupe profini abélien et pour chaque p € P, notons Gy, son unique p-Sylow
(quitte a prendre G, trivial). Alors

G =] G

peP

Démonstration. Soit N un sous-groupe (normal) ouvert de G et pour p € P notons
N, I'unique p-Sylow de G/jy. Puisque G/ est fini, la proposition précédente nous
permet d’écrire
G/N = H N,p.
peP

On sait de plus que G = 'mN G/n, ot N parcourt 'ensemble des sous-groupes
(normaux) ouverts de G. Les morphismes de ce systéme se restreignent pour former,
pour chaque p, un systeme projectif constitué¢ des IN,. Posons H, = @N Ny, qui
est un p-sous-groupe de G. Par le méme raisonnement que celui de la preuve de la
proposition 1.3.13, on trouve que H,, est un p-Sylow de G, et donc que H, = G, par
unicité. On obtient alors

G=lmG/y =lm[[ N, = [[lmN, =[] G,
N N pep peP N pEP
Pour montrer ’avant dernier isomorphisme, on utilise la propriété universelle de la

limite projective. O
Proposition 1.3.31
Soit n = HpeJP p™"P) un nombre surnaturel.

(i) Il existe un unique groupe procyclique d’ordre n a isomorphisme preés.

(i) Le groupe 7 a un untque sous-groupe H fermé d’indice n. De plus,

H=1]z,

peES

ot S ={peP:n(p) < oo}
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(iii) Toute groupe procyclique d’ordre n s’écrit comme un quotient de Z de maniére
UNLGUE.

Démonstration. (i) Pour chaque p € P posons G, comme étant 'unique groupe
procyclique d’ordre p™®) (voir 1.3.28). Le point (v) de la proposition 1.3.6
implique que l'ordre de G = Hpe p Gp est n. Le fait que G soit procyclique
provient de la proposition 1.2.19 et 1'unicité de la proposition précédente.

(i) Soit P = ][,cg Zp qui est d’indice n dans Z. Soit maintenant H un sous-groupe
d’indice n de Z. La proposition précédente implique que H = HpEIP’ H, ot H,
est I'unique p-Sylow de H. On a alors :

n = |Z : H} = ‘Z/H‘ = H ‘Zp/Hp‘.
peP

Ainsi, pour tout p, ‘Zp/Hp‘ = n(p). La proposition 1.3.28 implique que H, =
{1} pour tous les p ¢ S et Hy, = Z,, dans les autres cas.

(iii) Provient des deux points précédents.
U

Remarque 1.3.32
Dans (i) on n’utilise pas le fait que C' soit cyclique mais seulement le fait qu’il soit

abélien. En fait, ce résultat reste correct sous I’hypothése que C' soit pronilpotent
(voir [Wil98]).

1.3.5 Coup d’ceil catégorique

Le but de cette section est de voir quelques relations que ’on peut effectuer entre
les catégories et les groupes profinis.

Définition 1.3.33 (Morphisme de systémes projectifs)
Soit € une catégorie et (Gi, pij), (G}, ¢i;) deuz systémes projectifs d’objets de € sur
un méme ensemble filtrant I. Un morphisme de systémes projectifs © :

0 : (Gi, pij) — (Gg#?;j)
est la donnée pour chaque i € I d’un morphisme 0; : G; — G, tel que pour tous
1 < 7 le diagramme sutvant commute :

Pij
Gi<—0G;

9ii ) \ng

! /

On peut composer de maniére naturelle deux morphismes de systémes projectifs

O : (Gi,pi5) — (Gl p35) et W (GY, ;) — (G, 7)) afin de donner le morphisme
VO : (Gi,pij) — (GY, ¢};) dont les composantes sont :

(YO); = ;6.

On définit ainsi la catégorie des systémes projectifs d’objets de %, que 'on note
PI'Ojcbﬂ.
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Dans ce qui suit, on suppose que % est une catégorie dans laquelle le produit de
toute famille d’objets ainsi que ’égaliseur de toute paire de morphismes existe, ce
qui implique 'existence des limites projectives (proposition 1.1.24).

Soit © : (Gi, ij) — (G}, ¢};) un morphisme d’objets de Projy, G = lim G; et
G = @G; Pour tout ! € I, on peut définir un morphisme de lim G; dans Gj en
faisant 0;¢;. Ces morphismes induisent un autre morphisme, noté lim6; ou @@,
de G dans G’. Pour voir cela, considérons le diagramme commutatif suivant, pour
k<l:

O

Gy Gt
Pk Ol
@ Gi Pkl Ol 1&1 G,
X\ 502
G G
l 0, 1

Diagramme 1.5: Extension d’un morphisme de systémes projectifs a leurs limites

Ainsi, les morphismes 60;p; sont compatibles pour le systéme (Gé,apgj). La pro-
priété universelle de la limite nous assure donc I’existence d’un unique morphisme
T&n@ : G — @', comme désiré.

On remarque que si ©" : (Gi,pi;) — (Gi,pi;j) est lidentité, alors im#'; =
idjjm ;- De plus, sous les mémes notations que ci-dessus, on a que 1£1(\IJ®) = @1 Yo
T&n@, ce qui implique que gn est un foncteur de Projy, dans €.

Proposition 1.3.34

Soit © : (Gy,¢i5) — (H;,vi5) un morphisme de systémes projectifs de groupes
topologiques tel que pour chaque i € I, 0; : G; — H,; est injectif. Alors l'&n@ est
ingjectif.

Démonstration. Supposons que g € LiLnGi soit tel que @@(g) =1, ce qui implique
que 0;¢;(g) = 1, pour tout j € I. Puisque chaque 6; est injectif, on trouve que g; = 1
pour tout j, et donc que kerl‘LnG) ={1}. O

Proposition 1.3.35

Soit © : (Xy, i) — (Y3, i;) un morphisme de systémes projectifs d’espaces topologiques
compacts et de Hausdorff tel que pour chaque i € I, 0; : X; — Y] est surjectif. Alors
l'&l@ est surjectif.

Démonstration. Soit y € llez et posons, pour chaque i € I, A; = 6, 1({y:}).
Puisque chaque Y; est de Hausdorfl et que chaque X; est compact, A; C G; est
compact.

Pour que les A; forment un systéme projectif, il faut voir que im gpij‘ A C A;. Pour
cela, soit g € A;. On a

Oipij(9) = ¥ij0;(9) = Vijy; = vi,
comme désiré.

Puisque les A; sont compacts et de Hausdorff, la proposition 1.1.35 implique qu’il
existe = € lim 4; et 1&1@(:6) =y. O
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Proposition 1.3.36
Le foncteur lim de la catégorie des systémes projectifs des groupes profinis dans la
catégorie des groupes profinis est exact.

Démonstration. Soient (G, wij), (Hj, Nij) et (K, n;5) des systémes projectifs de groupes
finis sur le méme ensemble filtrant [ ainsi que G, H et K leur limite respective. Sup-
posons que pour chaque ¢ € I la suite suivante soit exacte :

0; i
1 e oY K, 1

(les 0; et les 1); sont les composantes de deux morphismes de systémes projectifs ©
et U). Il faut voir que la suite induite suivante est exacte :

lim © im ¥
G = H =

1 1.

Le fait que L m O soit injectif et @1\11 soit surjectif provient des deux propositions
précédentes. Il reste donc a voir que kerl mV =
Soit h € kerle\I/ On a donc, pour tout ¢ 6 1, wz % ¥iAi(h) = 1. Par hypothése.
il existe un unique g; € G; tel que h; = 0;(g;). Il reste & voir que g € @Gl Calculons,
pour ¢ < j:

0i0ij(9;) = Aijbi(g;) = Aij(hs) = 0i(gi)-
Comme 6; est injectif, on a g; = ¢;;(g;). Ainsi, h € im@@.
Réciproquement, soit h € im@@ et g € G tel que @@(g) = h. On a donc
h; € ker 1; pour tout i, et donc h € ker@@. O

Propriétés de la complétion

Proposition 1.3.37

Soit C une formation non-vide de groupes finis. L’application F qui & chaque groupe
topologique associe sa pro-C complétion, c’est-a-dire F(G) = G est un foncteur de
la catégorie des groupes profinis.

Démonstration. (i) Soient G, G’ deux groupes topologiques, (G, ), (G/CA,T/) leurs
pro-C complétion (en reprenant les notations du lemme 1.2.15) ainsi que ¢ :
G — G’ un homomorphisme de groupes continu. On aimerait montrer que
I'on peut assigner a ¢ un morphisme F(yp) : G5 — Glc“ Or, par définition de
la pro-C complétion (lemme 1.2.15), on a l'existence de ¢ : Gy — G/é tel que
le diagramme suivant commute :

Ge

!

Il suffit donc de prendre F(p) = ¢.

(ii) On aimerait montrer que pour tout groupe topologique G, F(idg) = idg,. On
voit que c’est le cas en prenant H = G dans la définition de la pro-C complétion
et ¢ = 7 : 'unicité du morphisme ¢ entraine que ¢ = id.

(iii) Soit G” un groupe topologique et ¢ : G — G’ ainsi que ¢’ : G — G” deux
morphismes. Le fait que F(¢'¢) = F(¢')F(p) se montre en utilisant 1'unicité

du morphisme induit.
O
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1.3.6 Propriétés supplémentaires

Définition 1.3.38 (Sous-ensemble cofinal)
Soit I un ensemble filtrant et J C I. J est dit cofinal dans I si pour tout i € I, il
existe j € J tel que v < j.

Proposition 1.3.39
Soit I un ensemble filtrant, G = @I G; un groupe profini et J un sous-ensemble
cofinal de I. Alors

@Gj ~G.

jeJ
Démonstration. Soit f : I — J la fonction qui associe a chaque i € I un élément
j € J avec i < j. Soit my la projection de G dans HjEJ G;. En fait, il est clair que
immy C lim .. Puisque 7 est une projection, elle est ouverte et continue.
La surjectivité est claire. Pour l'injectivité, supposons que 7s(x) = ms(y) et soit
1 €1, alors :

zi = 0i(T) = Py 1) (T) = Preiyi 1) (Y) = Yis

ce qui implique que

G

I

G;.

i
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1.4 Groupes profinis et théorie de Galois

Bien qu’actuellement les groupes profinis soient étudiés pour eux-mémes et util-
isés dans plusieurs domaines des mathématiques!, leur théorie a été initialement
mise au point afin de pouvoir généraliser certains résultats de théorie de Galois des
extensions finies.

1.4.1 Théorie de Galois finie - Rappels et notations

Le but de cette section est de présenter quelques notations et de rappeler le
théoréme principal de la théorie de Galois finie.

Notation 1.4.1
Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On note alors

XC={zeX: gxr=uVgeG})

Définition 1.4.2 (Groupe de Galois)
Soit K un corps et F' une extension galoisienne (c’est-a-dire normale et séparable)
finie de K. Le groupe de Galois de F' sur K, noté Gal (F, K) est

Gal (F,K) = {0 € Aut(F) : 0| = idg }.
Théoréme 1.4.3 (Théoréme fondamental de la théorie de Galois)

Soit K un corps et F' une extension galoisienne finie de K. Posons G = Gal (F, K).

(i) Considérons les applications suivantes :

{K CECF:FEsouscorpsde FF} «— {H<Gal(F,K)}
E > Gal(F,E)
F% «— H

Ces deux applications sont bijectives et inverses ['une de ['autre.

(i) Sile sous-corps E de F correspond au sous-groupe H, alors [F : E] = |H| et
[E: K] =|G: H|.

(#i) Si le sous-corps E de F correspond  H, alors E est normale sur K si et
seulement si H < @G.

(iv) Si K C E C F est une extension normale de K, alors
Gal(F, K) /gal (F, E) = Gal (E, K) .

Démonstration. On trouve la preuve de ce théoréme dans de nombreux livres traitant
de la théorie de Galois ou de 'algebre (par exemple dans [Lan02]). O

Un probléme surgit déja si 'on tente de généraliser le point (i) & une extension
infinie. Si la premiére composition est 'identité :

FQal(F,E) — E,

1. Sous prétexte de présenter 4 livres traitant des groupes profinis, Alexander Lubotzky (voir
[Lub07]) présente quelques thémes liés a la recherche dans des domaines touchants les groupes
profinis.
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cela n’est pas forcément le cas de 'autre (voir exemple ci-dessous). On verra que
Iautre composée est I'identité si ’on se restreint aux sous-groupes H de G qui sont
fermés pour une certaine topologie, appelée topologie de Krull.

Exemple 1.4.4
Considérons ’extension de Q suivante :

F= @(\/]37]9 € ]P))

Puisque F est une extension de Q elle est séparable et elle est normale car le polynéme
minimal de chaque ,/p est de degré 2. Pour tout p € PP, considérons maintenant les
Q-automorphismes de F' suivants :

opi\Dp — —\/D
Vi — Va4, q€P.qF#p,

et le sous-groupe de Gal (F, Q) qu’ils engendrent :
H = (0,,p € P).

On remarque qu'un élément ¢ € H permute le signe d'un nombre fini de ,/p, ce
qui implique que l'isomorphisme qui envoie tout /p sur —,/p n’appartient pas a H.
Ainsi, H est un sous-groupe propre de Gal (F, Q). Pourtant

FH _ Q _ (@gal(F,Q)7

ce qui exclut l'injectivité de la composée.

1.4.2 Théorie de Galois - Cas infini

Définition 1.4.5 (Topologie de Krull)

Soit K un corps et F' une extension galoisienne (éventuellement infinie) de K. Le
but est d’exhiber un systéme fondamental de voisinages de l'unité constitué de sous-
groupes normauz, ce qui permettra la définition d’une topologie sur G.

Considérons 'ensemble suivant

F ={E: K C E C F, E extension galoisienne finie de K}

et notons G = Gal (F, K) ainsi que G = Gal (F, E) et Gg = Gal (E, K) pour tout
E € F. On a alors les propriétés suivantes :
(1) G5 <G pour tout E € F (malgré que G’y puisse élre infini, la démonsiration
est la méme que dans le cas fini).

it) Soient A, B € F et considérons G’y ainsi que G'5. On a alors :
A B
G\ NGg =GYyp,

ot AV B désigne le plus petit corps contenant A et B. Puisque AV B est finie
et galoisienne sur K, on a AV B € F.

Ces deux propriétés entrainent que {G’; : E € F} forme une base de filtre constituée
de sous-groupes normauz. Ainsi, par la proposition 1 du chapitre 3 de [Bou07], il
existe une et une seule topologie sur G qui soit compatible avec la structure de groupes.
Cette topologie est appelée topologie de Krull.
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Remarque 1.4.6
Si F est une extension finie de K, alors F' € F. Dans ce cas G} = Gal (F, F) = {id},
ce qui implique que la topologie de Krull est la topologie discréte.

Théoréme 1.4.7
Soit K un corps el F une extension galoisienne de K. Alors, si G = Gal (F, K) est
muni de la topologie de Krull, on a, avec les mémes notations que ci-dessus

G = lim Gal (E, K).
EcF

En particulier G est un groupe profini.

Démonstration. Pour commencer, montrons que cette limite projective a un sens. Il
est clair que (F, C) est un ensemble partiellement ordonné. Le fait qu'il s’agisse d’un
ensemble filtrant provient du fait que si E1, Fy € F alors F1 V Ey € F.

Soient E1, Fs € F des corps intermédiaires tels que E7 C Es. On définit :

YE B, Gal (F2, K) — Gal(E1, K)
o —> 0’E1'

Remarquons que puisque E; est normale sur K, cette application est bien définie,
c’est-a-dire imcf‘E1 C FEj.

Puisque tous les corps considérés sont normaux et algébriques sur K, cette appli-
cation est surjective : un isomorphisme o : E; — FE; peut étre prolongé en un
isomorphisme de Ey, ce qui implique que ¢g, g, est un homomorphisme de groupes
surjectif. Si By C Eo C F3 on a pour o € Gal (E3, K)

CE B, PEE5(0) = OB By O‘}E2 = U‘El = B35, (0).

Ainsi, (gal (E,K),vp E/) forme un systéme projectif surjectif de groupes finis.
Définissons maintenant :

p:G — ][] gal(E,K)
EeF

o — (o), ot p(0)r = 0|,

Soient E C Ey deux éléments de F et o € G, alors :

PE, By @(U)EQ = PE1E> U}EQ = U‘El = SO(U)EU

ce qui implique que im ¢ C l'&lgal (E,K) C[lgGal(E,K).

Montrons que ¢ est injective. Pour cela, supposons que ¢(o) = id. Si o # id, il existe
a € F tel que o(a) # a. Considérons F = K|a], que 'on peut inclure dans une
extension finie et normale E. Ainsi, E € F et donc U| 5 = idg, ce qui implique que
o(a) = a, contradiction. Ainsi, o est l'identité sur F' et ¢ est injective.

Pour la surjectivité, soit p € @gal (E, K). De la méme maniére que ci-dessus, on
peut construire pour chaque a € F' une extension Fy, normale finie de K telle que
a € F,. On pose alors o(a) = pr, (a), qui est bien définie (puisque p appartient a la
limite projective, on sait que pour toute extension finie £ de K contenant «, pg(a)
a la méme valeur). Alors, (o) = p.

Soit F € F, on a alors

op'({id}) ={o € G: 0|, =idg} = Gl
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Puisque les G’; sont des voisinages ouverts de id, il s’ensuit que g est continue et
donc que ¢ est continue.

Montrons maintenant qu’il s’agit d’une application ouverte. Pour cela, soit G7, =
Gal (F, E)) un voisinage ouvert de 'identité, on a alors :

o(G) =tim Ga () ( T fia} x I Ga).

A ACE AZE

Ainsi, un ouvert de base de G est envoyé sur un ouvert de base de lim G 4, ce qui
implique que ¢ est une application ouverte, comme désiré. Il s’ensuit que ¢ est
isomorphisme de groupes topologiques. O

Proposition 1.4.8
*
Soit p un premier impair et n € N. Alors (Z/pnz) est cyclique.

Démonstration. Voir les articles 82 a 89 de [Gau86] ou le corollaire 13 du chapitre
19 de [Chi08]. O

Exemples 1.4.9 (i) Soit p un nombre premier. Alors, le groupe de Galois Gal (Fp, Fp)
est isomorphe a 7 = I'&nZ/nZ Tout d’abord, remarquons que pour tout n € N,
[F, posseéde une extension galoisienne de degré n, & savoir F,». On montre que
Gal (Fyn,[F,) est cyclique d’ordre n en considérant I’automorphisme
o Fpn — ]Fpn
x — af
qui engendre le groupe de Galois. Le fait que Gal (F,m,[F,) soit cyclique d’ordre

m pour tout m implique 'uncité du corps intermédiaire de degré n pour chaque
n.

(ii) Soit K un corps fini, alors Gal (I_(,K) ~ 7. OnakK = pr pour un certain
p € P et un n € N et on fait ensuite comme au point (7).

(iii) Soit p un premier impair. Pour m € N, on note (,, une racine primitive m-éme
de I'unité dans Q. Alors, en posant F' = (J, .y Q[(pn] et K = QI[(p], on a :

Gal (F,K) = 7,
En effet, on note, pour n € N, E, = Q[(p»] (c’est-a-dire E; = K) et, comme
précédemment
F ={K C E C F : E extensions galoisienne finie de K}.
Remarquons que {E, : n € N} est cofinal dans F, ce qui implique que

lim Gal (E, K) = lim Gal (Ey, K)
EeF neN

par la proposition 1.3.39. On sait par la théorie de Galois classique que pour
tout m € N on a Gal (Q[¢n],Q) = (Z/;,7)" et

Gal (En, Q) /Gal (E,, K) = 9al (K, Q).
Ainsi, Gal (E,,, E1) est un sous-groupe d’ordre p"~! du groupe cyclique (Z /p”Z) *,
ce qui implique que

Gal (F, K) = lim Gal (Ey, E1) = lim Cpu1 =

neN neN
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Théoréme 1.4.10 (Théoréme fondamental de la théorie de Galois)
Soit K un corps et F une extension galoisienne de K. Posons G = Gal (F, K ), muni
de la topologie de Krull.

(i) Considérons les applications suivantes :

C={KCECF:FEsouscorpsde F} +— {H<.G}
®:E +— Gal(FE)
Fo «u H:U.

Ces deux applications sont bijectives et inverses ['une de 'autre.

(i) Si le sous-corps E de F correspond 6 H, alors E est normale sur K si et

seulement si H < G.

(#5i) Si K C E C F est une extension normale de K, alors

Gal (F, K) [gal (F, ) = Gal (B, K).

Démonstration. (i) Remarquons tout d’abord que 'application ® est bien définie :

(i)
(i)

pour un corps intermédiaire E, Gal (F, E) est un sous-groupe profini de G, qui
est donc fermé.

On va montrer que ¥® = id¢. Pour cela, soit E une extension intermédiaire.
On a clairement, £ C U®(E). Pour 'autre inclusion, soit a € FYaFE) e f
le polynéme minimal de « sur E. Puisque o(a) = « pour tout o € Gal (F, E)
et que o(«a) est une racine de f, alors deg f = 1 (par la séparabilité), ce qui
implique que Efa] = E et donc o € E.

Montrons maintenant que ®¥ = id;g<_ g). Soit H un sous-groupe fermé de
G. On doit montrer que H = Gal (F, FH) L’inclusion H C Gal (F, FH) est
claire. Puisque H est fermé, il suffit alors de montrer que H est dense dans
H' = Gal (F FH ) ou, de maniére équivalente, que chaque élément de H' est
adhérent a H. Soit donc 7 € H'. Il faut voir que VN H # () pour tout voisinage
V de 7 ou, de maniére équivalente, que 7TW N H # () pour tout voisinage W
de 'unité. Supposons donc que N C P est une extension galoisienne finie de K
telle que N D FH_On doit alors montrer que

T7Gal (F,N)N H # (.

Soit I = {o|,
théoréme d’Artin (voir [Lan02]) implique que I = Gal (N ,NT ), ce qui implique
que I = Gal (N, FH). Ainsi, il existe o € H tel que T‘N = U‘N et donc

;0 € H}, qui est un groupe fini de K-automorphismes de N. Le

oerGal(F,N)NH,

comme désiré.
Semblable au cas fini.
Soit K C E C F une extension normale de K et considérons ’application :
p:Gal(F,K) — Gal(E K)
o — a‘ e

qui est bien définie car E est normale sur K. On constate alors que ker ¢ =
Gal (F, E), et donc

gal(FvK) /gal(F,E) ggal(EvK)?
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en tant que groupes topologiques (voir 1.1.17).
O

Théoréme 1.4.11 (Tout groupe profini est un groupe de Galois)
Soit G un groupe profini. Alors il existe un corps K et une extension galoisienne F

de K telle que G = Gal (F, K).

Démonstration. Cette preuve est analogue a celle de la théorie de Galois finie ot 'on
fait agir S,, sur K(z1,...,x,) par permutation des variables pour montrer que S,
peut étre réalisé comme groupe de Galois.

Soit E un corps et considérons T' comme étant 'union disjointe des ensembles quo-
tients G/)y, ot N est un sous-groupe normal ouvert de G. On associe a chaque
élément ¢t € T une indéterminée X; et on considére le corps des fractions rationnelles
F = E(Xt :t €T). Un élément g € G agit naturellement sur une classe nN, par
g-nN = (gn)N, ce qui induit un E-automorphisme sur F' par permutation des in-
déterminées. Ainsi, GG agit sur F' par groupes d’automorphismes. Le but est alors de
montrer que le groupe de Galois de F sur K = F¢ est G.

Soit f € F et supposons que les indéterminées apparaissant dans f sont zy,, ..., s, ,
out; =g;N; € G/Ni' Alors, le stabilisateur Gy de f satisfait

Gf D) ﬂ Ni,
=1

ce qui implique, par la propriété (v) de 1.1.15, que G est ouvert et donc d’indice
fini, puisque G est compact. Ainsi, 'orbite d’un élément de F est finie.

Montrons que F' est une extension galoisienne de K. Pour cela, soit f € F et f; =
fy--., fn Vorbite de f sous I'action de G. Considérons le polynéme

n

f(@) = [[« - f)-

=1

Puisque g - f = f pour tout ¢ € G, on a que f € K[z]. L'extension est donc
algébrique. Par construction, les racines de f sont toutes distinctes, ce qui implique
que les racines de min(f, K) le seront aussi et donc que l'extension est séparable
(on aurait aussi pu choisir le corps E de caractéristique 0). On constate que toutes
les racines de min(f, K) seront dans F', ce qui implique qu’il s’agit d'une extension
normale.

On a vu que tout élément de g induit un K-isomorphisme sur F, c’est-a-dire que
G est (identifié &) un sous-groupe de G’ = Gal (F, K). Puisque F& = F92I(FK) op
aura, par le théoréme fondamental, que G = Gal (F, K) pour autant que G soit fermé
dans G’. Or, puisque G est compact et que G’ est de Hausdorff, G est fermé dans
G O



Chapitre 2

Cohomologie galoisienne

2.1 Motivation

Avant de commencer & définir les bases de la cohomologie galoisienne, nous allons
voir une motivation & ’étude de ces outils. Cette motivation sera introduite dans un
cadre précis au départ puis sera généralisée afin de conduire au probléme de descente
galoisienne. Cette approche est celle suivie par Grégory Berhuy dans ses notes de
cours d’'introduction a la cohomologie galoisienne (voir [Ber10]).

2.1.1 La conjuguaison de matrices

Comnsidérons les deux matrices suivantes

1 4 12
m=(5 ) m=(5 1)
3 4 3 4

On constate qu’elles sont conjuguées par la matrice suivante

(3)

Puisque les deux matrices My et M sont réelles, il est 1égitime de se demander si
elles ne sont pas conjuguées par une matrice réelle. On trouve facilement que c’est
effectivement le cas. Ainsi, si deux matrices réelles sont conjuguées par un élément
de GL,,(C) elles peuvent étre conjuguées (ce résultat peut étre montré avec des outils
d’algebre linéaire et nous le verrons plus tard dans un cadre plus général) par un
élément de GL,(R). Par contre, deux matrices réelles peuvent étre conjuguées par
un élément de SL,, (C) sans qu'il soit possible de trouver un élément de GL,(R) qui
remplisse le méme role.

Notation 2.1.1
Soit K un corps, n € N. On note G(K) pour GL,(K) ou SL,,(K).

On peut maintenant généraliser le probléme comme suit :

Probléme 2.1.2 (Probléme de descente galoisienne pour les matrices)
Soit K un corps, 2 une extension galoisienne de K et My, M € M, (K). S’il existe
Q € G(Q) telle que My = QMQ™!, existe-t-il P € G(K) telle que Mg = PM P!,

On verra comment les ensembles de cohomologie permettent de répondre & ces
questions.

39
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2.2 Ensembles de cohomologie

Définition 2.2.1 (Ensemble pointé)
Un ensemble pointé est un couple (X, xzg), ot X est un ensemble et xog € X. L’élé-
ment xq est alors appelé point de base.

Définition 2.2.2 (Morphisme d’ensembles pointés)
Si (X, x0) et (Y,yo) sont deuz ensembles pointés, une application f : X — Y est
un morphisme d’ensemble pointés si f(xo) = yo.

Exemples 2.2.3 (i) Un groupe est un ensemble pointé (dont le point de base
est I’élément neutre) et les homomorphismes de groupes sont des morphismes
d’ensembles pointés.

(ii) Quand on parle du groupe fondamental d’'un espace topologique, on consideére
souvent ’espace comme un ensemble pointé : le point de base est le point de
base des lacets.

Définition 2.2.4 (Noyau d’un morphisme d’ensembles pointés)
Si f:(X,z0) — (Y,yo) est un morphisme d’ensembles pointés, le noyau de f est

kerf={x e X: f(z) =yo}.

Définition 2.2.5 (G-groupe (cas fini))
Soit G un groupe fini. Un groupe A est appelé G-groupe si G agit sur A par auto-
morphismes de groupe, c’est-a-dire st

o (a1az) = (0 -ay)(o - az).

Définition 2.2.6 (Action continue)
Soit A un G-groupe, muni de la topologie discréte. On dit que G agit continGment
sur A si Uapplication de G X A dans A est continue.

Dans ce qui suit, ’énoncé « soit A un G-groupe » signifiera toujours que G est
fini et muni de la topologie discréte ou bien qu’il est profini. De plus, I'action sera
toujours considérée comme continue.

Proposition 2.2.7
Soit G un groupe profini et A un G-groupe. Alors les conditions suivantes sont équiv-
alentes :

(i) A= AY, o U parcourt I’ensemble des sous-groupes ouverts de G.
(i) Pour tout a € A son stabilisateur S, est un sous-groupe ouvert de G.

(#i) L’action est continue (au sens de la définition ci-dessus).

Démonstration. On note ¢ : G x A — A 'action de G sur A.

(i) = (i) Soit a € A et U <, G tel que a € AY. On a alors U C S, ce qui implique
que S, est ouvert dans G (point (v) de la proposition 1.1.15).

(i4) = (iii) Si a est un élément de A et si (g,b) € ¢~ '({a}), alors g.Sy x {b} est un
ouvert du produit qui est envoyé sur g - b = a. En effet, si (gz,b) € g.Sp x {b},
alors

p(gz,b) = (92)b = g(xb) = gb = .
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(741) = (i7) Sil'on choisit a € A et que 'on définit i : G — G x A par i(g) = (g, a),
on trouve S, = (i)~ ({a}) (I'inclusion i est continue).

(i1) = (i) Une des inclusions est claire. Maintenant, si a € A, alors a € A% et, par
hypotheése, S, est ouvert.

O

Définition 2.2.8 (0-éme ensemble de cohomologie)
Si A est un G-ensemble, on nole

H°(G, A) := A,
que l'on appelle 0-éme ensemble de cohomologie de G & coefficient dans A.

Remarque 2.2.9
Si A est un G-groupe, H°(G, A) est un sous-groupe de A.

Définition 2.2.10 (1-cocycle)
Soit A un G-groupe. Un 1-cocycle (qui sera noté cocycle dans la suite de ce document,
puisque qu’aucun cocycle de dimension supérieure ne sera utilisé) de G a valeurs dans
A est une application continue

a:G — A
o — Qg

telle que
Qor = Qg0 -y, Vo,7€QG.

Notation 2.2.11
On note Z'(G, A) 'ensemble des cocycles de G & valeurs dans A.

Exemples 2.2.12 (i) L’application qui envoie tout élément de g sur 1 € A est un
cocycle appelé cocycle trivial.

(ii) Si G agit trivialement sur A (c’est-a-dire si 0 - a = a pour tout o € G et tout
a € A), alors la condition donne :

Ugr = QgQr,
qui est vérifiée si et seulement si o est un homomorphisme de groupes.

Lemme 2.2.13
Soit A un G-groupe et o € Z1(G, A). Pour tout a € A, lapplication

oG — A

o — aaoa-a_l

est un cocycle.
Démonstration. Calcul. [

Définition 2.2.14 (Cocycles cohomologues)

o
Deuzx cocycles G4I>; A sont dits cohomologues, ce que l'on note a ~ o, sl existe
(0%

a € A tel que
o, =aa,0-at, VocG.
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On vérifie que le fait d’étre cohomologue est une relation d’équivalence, ce qui
motive la définition suivante.

Définition 2.2.15 (Premier ensemble de cohomologie)
L’ensemble quotient H (G, A) = Z1(G, A) /., est appelé premier ensemble de coho-
mologie de G a coefficient dans A. La classe d’un élément o est notée [a] ou a.

Lien avec la cohomologie de groupes classique

Si G, A sont comme ci-dessus, on aimerait bien que Z!'(G, A) hérite d’une struc-
ture de groupe, ce qui permettrait, éventuellement, que H' (G, A) soit, lui aussi, un
groupe. Malheureusement, on ne peut définir une loi de groupe sur Z'(G, A) que si
A est abélien. Dans ce cas, on pose, pour a, 3 € Z1(G, A)

(af)e = ay By, Yo €QG.

On constate alors que cette loi est compatible avec la relation ~ et qu’ainsi H(G, A)
hérite d'une structure de groupe. On peut alors définir facilement (voir plus bas) les
groupes de cohomologie H?(G, A), H3(G, A), etc. Dans le cas non-abélien, il est
possible de définir H? mais c’est un peu délicat (voir [Gir71]). Nous allons présenter
maintenant la définition classique des groupes de cohomologie afin de déterminer
quel est le lien avec la définition présentée ci-dessus. La définition utilisée ici est celle
proposée dans [Rib70].

Définition 2.2.16 (Groupes de cohomologie)
Soit A un G-groupe avec A abélien. Soit n € Ny. On considére C™(G, A) le groupe
des applications continues (pas des homomorphismes!) de G™ dans A (G™ est muni
de la topologie du produit), dont les éléments sont appelés n-cochaines. Pour n € N,
on définit le cobord :

d": C™(G,A) — C"TH@G, A),

de la maniére suivante :

n

(d"a)(o1,...,0n41) = o1a(og,...,0n41)+ Z(—l)ia(al, ey Oi0ig Ty Opgl)
i=1
+(_1)n+1a(0_1’ s 7Un)'

On vérifie que d"1d™ = 0 pour tout n € N, ce qui implique que (C',d') est un
complexe de cochaine. On pose alors :

Z"(G,A) = kerd", n €Ny,
B"(G,A) = imd"!, neN,
B =0

et pour finir

H(G, 4) = 2"(G. A)[pn(G, A)

On cherche & expliciter H°(G, A) et H'(G, A) dans la définition ci-dessus. Par
convention G = {1}, ce qui implique que C°(G, A) peut étre identifi¢ 4 A. On trouve
alors que kerd® = A%, et donc H%(G, A) est (identifie 4) AY. Pour n = 1, on trouve

Bl(G,A):imdoz{a‘a—a:oeG,aeA},
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et
(dla)(al, 0'2) = (7104(0’2) — 04(0'10'2) + a(al),

ce qui implique
ZMG,A) =kerd' = {a c CYHG, A) : alo102) = aloy) + Ula(og)}.

On remarque alors que cela correspond a ce que 'on a défini plus haut dans le
cas non commutatif. On aimerait voir si la relation d’équivalence modulo BY(G, A)
correspond a la notion de cocycles cohomologues. Pour cela, supposons que a, o’ €
ZY(G, A) soient deux cocycles tels que @ = o/, ce qui implique qu'il existe a € A tel
que

a(c)—d'(oc)=0-a—a, Vo€QG,

c’est-a-dire

d(0)=a+alo)+o-(—a),
comme désiré. On constate donc que ce qui a été fait (définitions 2.2.10 et 2.2.14)
est cohérent avec ce qui se fait dans le cas abélien.
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2.3 Suites exactes

On rappelle que les HC et les H! sont vus comme des ensembles pointés. Le point
de base du premier est I’élément neutre du groupe et celui du second est la classe du
cocycle trivial.

Définition 2.3.1 (Morphismes compatibles)
Soit A un G-groupe, A’ un G’'-groupe ainsi que ¢ : G' — G et f: A — A’ deuz
morphismes de groupes continus. On dit que f et ¢ sont compatibles si

f(QD(U’) -a) =0 - f(a), Vo' €G acA

Proposition 2.3.2
Sotent A, A" ainsi que f, comme ci-dessus. Alors f induit deuxr morphismes :

fi: HY(G,A) — HY(G,A)

et
fo: HY(G,A) — HYG', A).

Démonstration. La fleche induite entre les HY ne pose pas de probléme. Pour la
deuxiéme partie, commencons par définir une application

f: 224G, A) — ZNG'A)
a — B, By = f(aso(g/)), Vo' € @'

Le fait que B soit un cocycle découle d’un simple calcul. La continuité de 8 provient
du fait que I’on a la composition d’applications continues suivante :

¢t —T

o —— (p(O'/) f Qo) | f(ag,(a/)) = By

Un calcul direct montre que 'application f, est compatible avec la relation d’équiv-
alence des cocycles, ce qui implique qu’elle passe au quotient en un morphisme
d’ensembles pointés f, : H'(G, A) — HY(G', A). O

Exemple 2.3.3

En prenant G = G’ et ¢ = idg, on trouve qu'un morphisme compatible f : A — A’
est juste un morphisme de G-groupes. Dans ce cas, pour [a] € H'(G,A), on a
fe(la]) = [fol.

En fait, si on se fixe un groupe profini G, on a un foncteur H'(G, —) de la catégorie
des G-groupes dans la catégorie des ensembles pointés.

Remarque 2.3.4

Sil A ! B¢ 1 est une suite exacte de G-groupes, alors

gb)=g(t)) & Jac A,V =bf(a).

En fait, cette équivalence reste vraie dans le cas suivant : A est un sous-groupe (pas
forcément normal) de B, f est l'inclusion, C' = B/ et g est application de passage
au quotient. En effet, on a

gb) =g(t)) &b =b (mod A) & b =ba <= b =bf(a).
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2.3.1 Premier morphisme de connexion

Pour cette section, on va considérer la suite exacte de G-groupes suivante :

1 At-p2.0 1

Le but est de montrer que cette suite exacte va induire un morphisme d’ensembles
pointés 00 : HY(G,C) — HY(G, A), appelé premier morphisme de connexion, tel
que la suite suivante soit exacte

* * 0 * *
1 40 L o P 06— Y6, 4) - HYG, B) - HY(G, ).
Diagramme 2.1: Suite exacte induite
Le fait que la premiére partie 1 AC ik BG—L- G de la suite soit exacte

est clair vu la définition de f., g, pour les ensembles H°.

Définition du morphisme de connexion

Soit ¢ € CY. Puisque g est surjectif, il existe b € B tel que g(b) = ¢. On a alors
glo-b)=0-g(b)=0-c=c=g(b), Yoed.

La remarque 2.3.4 et l'injectivité de f impliquent l'existence d’un unique élément
as € A tel que
o-b=>bf(ay).

On aimerait donc poser 6°(c) = [a]. Tl faut voir maintenant que « est un cocycle
continu et que sa définition ne dépend pas du choix de b. Si ) € B est une autre
préimage de ¢, on obtient une autre application o’ : G — A. On a alors, pour o € G

flay) = vl 0 2 (bf(a) o (bf(a))
= fla) ' flas)o - f(a),

ce qui implique, puisque f est un morphisme injectif, que « et o satisfont la relation
de cohomologie (pour autant que « soit un cocycle). Ainsi, 'application 6% est bien
définie. Pour montrer que « est bien un cocycle, on effectue le calcul direct. Pour la
continuité, on a

at({1}) = {o€eGra,=1}
= {o0€G: flas) =1}
= {oeG:blo-b=1}
= S,

qui est ouvert, puisque laction de G sur B est continue (proposition 2.2.7).

Notation 2.3.5
Pour ¢ € C%, d°(c) désignera le cocycle a construit ci-dessus (de telle sorte que
7d® = 6%, ou 7 est I'application de passage au quotient).
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Exactitude en C¢

Le fait que im g, C ker§° découle d’un simple calcul. Réciproquement, soit ¢ €
ker 0¥, c’est-a-dire que a = d"(c) est cohomologue au cocycle trivial : il existe a € A
tel que

ao,o-a =1, Voed.

Soit de plus b € B tel que g(b) = c. On trouve, en appliquant f a ’équation ci-dessus :

f) = fla)f(as)f(o-a)
= fla)b to-bf(o-at),

ce qui implique
bf(a™) = (bf(a™),
et donc bf(a~1) € BY. Ainsi,
c=g(b) =g(bf(a)) = g (bf(a™)),

comme désiré.

Exactitude en H'(G, A)

Soit [a] = 6°(c), pour un ¢ € C% dont I'une des préimages est b, et supposons
que cette classe soit représentée par le cocycle a. On trouve alors pour ¢ € G

f*(a)cr = f(ao) =blo- b,

ce qui implique que fi(«) est cohomologue au cocycle trivial et donc [a] € ker fi.
Réciproquement, soit [ € ker f,, ce qui implique qu’il existe b € B tel que

l=bflay)o b, Voed.

En posant, ¢ = g(b), on aura 6°(c) = [a] pour autant que ¢ € C“. Pour vérifier cela,
on calcule :

g-c=0-g(b) =glo-b) =g(bflas) = g(b)g(flas)) = g(b) = c.

Exactitude en H'(G, B)

Un calcul direct montre que im f, C ker g.. Pour l'autre inclusion, soit [5] €
ker g,, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € C' tel que

1=cg(B)go-c!, Voed@

ce qui est équivalent &
9(Br) = co-c.
Si b est une préimage de ¢ par g, on a

g(ﬁa) = g(bil o- b)

La remarque 2.3.4 implique que pour tout o € G, il existe o, € A tel que

Bo = b o bf(aa) And f(aa) =0 bt b
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On écrit maintenant :
ﬁo = b_l g - bf(Oéo—
= b lo-bf(ag)o-blo-b
= b lf(al)o b,
ou l'on a utilisé le fait que f(A) est normal dans B. La derniére égalité implique que
flal)=bByo-b1.
Pour voir que o/ est un cocycle, on calcule
f(0gr) = 0Bor(07) b7
bBso - Br(or) bt
bByo-bto-bo- (BT b 1)
bBro-bto-(bBrT b1
= flag)o- flor) = flago-ar)

et 'injectivité de f permet de conclure.

Remarque 2.3.6

Dans certains cas particuliers, il est possible de rajouter H?(G, A) et un deuxiéme
morphisme de connexion a la suite exacte de la figure 2.1. C’est le cas si, par exemple,
A se trouve dans le centre de B (voir section 5.7 de [Ser94]).

Proposition 2.3.7

En gardant les mémes hypothéses (la méme suite exacte) que précédemment, il est
possible de définir une action de BS sur CC de telle maniére o ce que lon ait une
bijection d’ensembles pointés entre ’ensemble des orbites et le noyau de l'application

£ HY(G, A) — H'(G, B).

Démonstration. On va procéder en plusieurs étapes.

Définition de I’action Soit (b,c) € B x C% et b’ tel que g(b') = c. On pose alors :
b-c = g(bb) et la remarque 2.3.4 permet de vérifier que I'action est bien définie
(c’est-a-dire ne dépend pas du choix de la préimage de ¢). On vérifie maintenant
que b - ¢ appartient bien a C¢ :

g-(b-c)y=c-gbb)=gbo-b)=gbY)=b-¢c, VoeGq,

ou l'on utilise le fait que g(ob') = g(b'), puisque b’ est une préimage de c.

Application Le fait que la longue suite soit exacte implique que le noyau de 'appli-
cation f, : HY(G, A) — HY(G, B) soit égal a im ¢°. 1l suffit donc de constuire
une bijection entre l’ensemble pointé des orbites CG/BG et im §°. Pour cela,
on construit une application

¢:CY/gG — im §°

qui envoie une classe [c] sur §°(c). Supposons que ¢’ € [c], ¢’est-a-dire qu’il existe
d € BY tel que ¢ = d - c. Choisissons une préimage b de ¢ (ce qui implique
¢ = g(db)) et notons « ainsi que ' les cocycles obtenus respectivement par ¢
et ¢’. Alors :

flal)=(db) to(db)=b"'d o-do-b=b"to-b= f(a,), VoecGa,
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ce qui implique que les cocycles a et o’ sont égaux et donc que I'application ¢
est bien définie.
On vérifie facilement que la classe de I’élément neutre de C' est bien envoyée
sur le cocycle trivial.

Injectivité Supposons que ¢,¢ € C soient tels que 6°(c) = 6°(c'). Si I'on note a
et o des représentants de leurs classes, il existe a € A tel que

I -1 :
oy =aas,0-a -, YoimG,

ce qui implique, si b est une préimage de c et b’ une préimage de ¢ :

V't = fla)bto-bo fla)™t

e bfl@) W =0 (bfa)T 0.

Ainsi, d := b f(a)"1 ¥~ € BE. On constate alors que ¢ = d - ¢ et Papplication
© est bien injective.

Surjectivité Evidente, vu la définition de ¢.
O

Remarque 2.3.8

On a I'impression que la définition de cette action pourrait étre simplifiée en posant :
b-c= g(b)c. L’intérét de la version ci-dessus est que la proposition reste vraie sous
les hypothéses plus faibles de la remarque 2.3.4.
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2.4 Limite inductive

Dans cette section, nous allons présenter le concept de limite directe qui est une
construction duale & celle des limites projectives.

Définition 2.4.1 (Systéme inductif)
Soient I un ensemble ordonné filtrant. Un systéme inductif sur I est la donnée d’une
famille d’objets (X;)icr d’une catégorie € et, pour chaque couple (i,j) € I? tel que
i < j, d’un morphisme p;; : X; — Xj. Ces morphismes doivent vérifier les pro-
priétés suivantes :

(i) @i = idx, pour touticI;

(i) pour tous 1,7,k € I tels que i < j < k, @k 0ij = ik
Un tel systéme est noté (X, pij).

Définition 2.4.2 (Morphismes compatibles)

Soit (X, pi;) un systéme inductif dans une catégorie €, X € |€| et une famille de
morphismes ¢; : X; — X. La famille (p;);cr est dite compatible avec le systéme
(X5, @ij) si pour tous i,j € I avec i < j, on a pjpij = ;.

Définition 2.4.3 (Limite inductive)

Soit (X5, pij) un systéme inductif dans une catégorie €. Une limite inductive (X, ¢;)
du systéeme est la donnée d’un couple (X, p;), ot X € |€| et les @; forment une
famille de morphismes compatibles. Ce couple doit satisfaire la condition suivante :
si; : X — Y est une autre famille de morphismes compatibles, alors il exviste un
unique morphisme ¢ : X — Y tel que le diagramme suivant commute pour tous
i<j:

Y
A
%
¥i bj
X
VN
Xz’ Pij Xj

Diagramme 2.2: Limite inductive

La limite inductive, si elle existe, est notée @iel X;.
Remarque 2.4.4
On procéde comme dans le cas de la limite projective pour montrer 'unicité, a
isomorphisme prés, de la limite inductive.
2.4.1 Description de la limite inductive dans le cas de groupes
Soit (G, ¢ij) un systéme inductif de groupes et considérons I'union disjointe

¢ =]]e¢:

el
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On définit alors une relation ~ sur G’ de la maniére suivante : si z € G; et y € Gj,
alors

o~y Ik el () =py)
Le fait que I soit un ensemble filtrant implique que ~ est une relation d’équivalence

et Pon écrit G = G'/,. Il faut vérifier que 'on puisse mettre une structure de groupe
sur G et qu’il s’agit bien de la limite inductive du systéme.

Structure de groupe et morphismes compatibles

Soient [g],[h] € G ainsi que g € G, h € G; des représentants de ces classes.
Puisque I est un ensemble filtrant, il existe k tel que 7,57 < k. On pose alors

[9][h] = [eir(9)eju(h)]

et on vérifie que ¢’est bien défini (cela ne dépend pas des représentants choisis ni de
Pindice k). On définit pour chaque i € I Vapplication ¢; : G; — G qui envoie g
sur [g], qui est un homomorphisme de groupes. Si g € G; et i,j € I sont tels que
i < g, alors g ~ ¢;5(g), et donc pi(g9) = @;pii(g), ce qui implique qu'il s’agit de
morphismes compatibles.

Universalité

Soit H un groupe et v¢; : G; — H une collection de morphismes compatibles.
On aimerait définir un homomorphisme de groupes ¢ : G — H. Pour cela, soit
[g] € G et supposons que g € G. On pose alors

Y(lg]) = Yr(9).

Il faut vérifier que cette application est bien définie. Soit donc h € Gy tel que g ~ h.
Puisque les 1; sont des morphismes compatibles et que g ~ h, il existe m € I tel que
©im(h) = prm(g) et tel que le diagramme suivant commute

Gm

WVW

Gk wm Gl

NP

H

Diagramme 2.3: Universalité de la limite inductive de groupes

Ainsi, on a
Yi(h) = Vmoim(h) = Ymerm(9) = Yr(9),

ce qui implique que 'application v est bien définie. Une telle application doit satis-
faire ¥@; = 1; ; son comportement est ainsi entiérement déterminé par les ¢; et les
1, ce qui entraine I'unicité.

Remarque 2.4.5

Dans le cas ou les G; sont juste des ensembles pointés, la limite est un ensemble
pointé de point de base [zg], ol g est le point de base de n’importe quel élément de
la limite.
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Exemple 2.4.6
Soit G' un groupe et supposons que G = |J;c; G;. Alors

G= hg Gi,
el
ou chaque G; est un sous-groupe de G. On muni I’ensemble des G; de l'ordre lié
a l'inclusion et les ¢;; sont les inclusions. De méme, les morphismes compatibles
@i + G; — G sont des inclusions. Si (H, ;) est un autre groupe et sa collection
de morphismes, compatibles, on définit ¢ : G — H de la maniére suivante : pour
g€ G, il existe j € I tel que g € G et 'on a

¥(g) = vi(g).

On a alors clairement, pour tout ¢ € I que ¥p; = 1; et cette condition détermine de
maniére unique tout morphisme de groupes entre G et H.
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2.5 Théoréme 90 de Hilbert

Dans toute cette section K désigne un corps et €2 une extension galoisienne de
K.

Le théoréme 90 de Hilbert est un énoncé que l’on trouve sous des formes di-
verses. La version la plus simple concerne les extensions galoisiennes cycliques (dont
le groupes de Galois est cyclique). Une deuxiéme version de cet énoncé est la suiv-
ante : si € est une extension galoisienne d’un corps K, alors

H'(Gal (Q, K), Q) = {1}
L’énoncé qui est présenté ici est la généralisation suivante :
H'(Gal (2, K),GL,(Q)) = {1}
(il s’agit d’une généralisation car Q* est identifiable & GL1(2)).

Théoréme 2.5.1 (Hilbert 90 (cas fini))
Soit Q/K est une estension galoisienne finie. Alors H'(Gal (Q, K), GL,(Q2)) = {1}.

Démonstration. Voir [Berl0)]. O

Avant de montrer le théoréme Hilbert 90 pour le cas infini, nous avons besoin
d’introduire quelques outils.

2.5.1 Extension des scalaires

Dans le cas des matrices, on considére pour chaque extension E d’un corps K
I’ensemble des matrices M, (E). On peut généraliser cela avec la définition suivante.

Définition-Notation 2.5.2
On note Field : K la catégorie constituée de toutes les extensions de corps de K.

Définition 2.5.3 (Foncteur d’extension des scalaires)
Un foncteur d’extension des scalaires est un foncteur de Field : K dans une autre
catégorie.

Exemple 2.5.4

L’application qui assigne a chaque extension F de K l'ensemble des matrices M,,(E)
est un foncteur de la catégorie Field : K dans Rng (un morphisme o : E — FE’
entre deux corps est appliqué composante par compostante a la matrice).

Remarque 2.5.5
Si @ : Field : /K — Grp est un foncteur, alors pour toute extension galoisienne
intermeédiaire F', Gal (F, K) agit naturellement sur ®(F) :

oc-z=2®(0)(z), VoeGal(FK),Vze®F).

Convention 2.5.6

Dans ce qui suit, un foncteur ® en groupe pour 'extension /K désigne un foncteur
® : Field : Q/K — Grp dont les corps de la catégorie de départ sont les sous-corps
de Q contenant K. On suppose de plus qu’il posséde les propriétés suivantes :

(i) L’action de Gal(Q, K) sur ®(Q) est continue.
(i) Pour toute extension galoisienne intermédiaire finie F, ®(F) = ®(Q)921(%F)
(i) Si K C E C F CQ sont deur extensions intermédiaires et si i : E — F est
Vinclusion, alors Uapplication ®(i%) est injective.
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2.5.2 Théoréme 90 de Hilbert (cas général)

Dans un premier temps, on aimerait montrer la proposition suivante :

Proposition 2.5.7
Soit ® un foncteur en groupe pour Q/K. Alors

H'(Gal (9, K) , ®(Q)) = lim H' (Gal (F, K) , ®(F)),
F

ot F' parcourt 'ensemble des extensions galoisiennes intermédiaires.
On va réaliser cela en plusieurs étapes.

Proposition 2.5.8
Si F désigne l'ensemble des extensions galoisiennes finis de K contenue dans €2,
alors

{H'(Gal (F,K),®(F)): FeF}
est un systéeme inductif.

Démonstration. Soient K C E C F C § deux extensions galoisiennes intermédi-
aires (on ne suppose pas qu’elles sont finies et on n’exclut pas F = Q). Puisque
les extensions considérées sont normales, on peut définir de matiére naturelle des
homomorphismes de restriction :

Résh : Gal (F,K) — Gal(E,K)

o — O"E.

Le but est de définir un morphisme d’ensembles pointés entre H'! (Gal (E, K), ®(F))
et H'(Gal (F, K),®(F)). Pour cela, on va utiliser la proposition 2.3.2 : I'un des mor-
phisme sera le morphisme de restriction et I'autre sera 'image par ® du morphisme
d’inclusion i : E———=F'. Il est nécessaire de vérifier que ces deux morphismes sont
compatibles. Pour cela, on considére le carré commutatif de gauche, qui est envoyé
sur un carré commutatif par ® :

o P(o’
F F o(F) — 27

ResE (o) o (Res(0))

On constate que le fait que le carré de droite commute est équivalent a la condition
de compatibilité. Ainsi, le morphisme ®(i) : ®(E) — ®(F) se prolonge en un mor-
phisme d’ensembles pointés ppp : H (Gal (E, K) , ®(E)) — H'(Gal (F, K), ®(F)).
On aimerait expliciter ce que fait cette application induite. Pour cela, on identifie nos
morphismes avec ceux de la proposition 2.3.2 et I'on constate que la classe d’un co-
cycle a: Gal (E, K) — ®(F) est envoyé sur la classe [§] ou 8 : Gal (F, K) — ®(F)
est tel que
Bor = ®(i) (aRésg(o,)), Vo' € Gal (F,K).
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Un calcul direct permet de vérifier que si K C D C E C F C 2 sont des extensions
galoisiennes intermédiaires, alors

(¢er epe([a)))(0) = vpr([a])(0), Ya € Z'(Gal (D, K),®(D)),Vo € Gal (F, K) .

Ainsi, on peut considérer le systéme inductif (H'(Gal (F,K),®(F)),ppr) et sa
limite. O

Lemme 2.5.9

Soit o € ZY(G, A). Alors, il existe un sous-groupe normal ouvert N de G et une
application & : G/)y — A tel que a = am, ot w est Uapplication de passage au
quotient.

Démonstration. Soit a € A I'image de 1 par «. Puisque A est muni de la topologie
discréte, lensemble I = a~1({1}) est un ouvert fermé contenant 1. En procédant
comme dans la démonstration du théoréme 1.2.7, on peut trouver un sous-groupe
normal ouvert N de G tel que « est constante sur les classes & gauche de N (on utilise
le fait que « est un cocycle). Ainsi, on peut définir une application & : G/y — A
avec les propriétés voulues. O

Proposition 2.5.10
On a une bijection

71(G. A) = lim 7' (G /. AY),
ot N parcourt les sous-groupes normauz ouverts de G.

Démonstration. 1l est facile de montrer que 'action de G sur A se restreint en une
action continue de G/ sur AN pour tout sous-groupe normal N de G et que 'on est
en présence d'un systéme projectif (G/N, gpN), ot N parcourt ’ensemble des sous-
groupes normaux ouverts de G. De plus, en exhibant des morphismes compatibles
YN ZYG/N, AN) — Z'(G, A), on obtient un morphisme ¢ : ligZ1 (G/n, AN) —
ZHG, A).

Injectivité de ¢ On montre sans difficulté que les applications ¥ sont injectives
et que cela entraine l'injectivité de .

Surjectivité de 1 Soit a € Z'(G, A) un cocycle et @ ainsi que N7 <, G comme
dans le lemme ci-dessus. Remarquons que puisque « est continue, que G est
profini et que A est muni de la topologie discréte, il existe un No <, G tel que
ima C AN2. En effet, les hypothéses implique que l'image de «a est finie, disons
ima ={ay,...,a,}. Puisque 'action de G sur A est continue, les stabilisateurs
Sars- -3 Sa, sont ouverts dans G (et donc fermés). Ainsi, I = (), S, est un
ouvert fermé contenant 1, ce qui implique 'existence de Ny <, G avec Ny C [
et ima C AN2. On pose N = N; N Ny, qui est un sous-groupe normal ouvert
de G, et on définit une application (un coycle, en fait) 8 : G/)y — A, qui est
telle que 87 = o (si 7 est I'application de passage au quotient) et im 3 c AN,
On constate alors que ¥ (8) = «, c’est-a-dire ¢([f]) = a.

O

Le schéma de la preuve précédente provient de la section Profinite groups du
livre [CF].
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Proposition 2.5.11
On a une bijection

HY(G.A) = lim H' (G, AV),
ot N parcourt les sous-groupes normauz ouverts de G.

Démonstration. De la méme maniére que ci-dessus, on obtient un morphisme induit

P thl(G/N,AN) — HY(G, A).

Surjectivité La surjectivité de v provient de celle du morphisme ¢ de la proposition
ci-dessus.

Injectivité Pour montrer l'injectivité du morphisme 1, il suffit de montrer celle des
morphismes ¢y : H' (_G/N, AN) — H!(G, A). Supposons que [a], [o/] soient
des classes telles que ¥y ([a]) = ¥y ([a/]). Ainsi, il existe a € A tel que

/
aﬂ(a

) = G 0x(g)0 al, VYoed.
Puisque 81 = 1 pour tout cocycle 8, on a, pour 7 € N

o} :aho-cfl<:>a:Ta,

=~

c’est-a-dire a € AN et donc [a] = [o/].

On peut maintenant montrer la proposition 2.5.7.

Preuve de la proposition 2.5.7. Maintenant que les différents points ont été mis en
place, la preuve se fait de maniére facile :

iy 7" ~  Jim H' Gal(,F)
ling F°(Gal (F, K), &(F)) - 2 (gal(F, ), @(2) )
= li%Hl (G01(2, K) /ga (2, F), ()94

(%) H'(Gal (Q, K), ®(Q)).

—~

Les isomorphismes se justifient de la maniére suivante :
(i) Hypothese sur le foncteur en groupe (voir convention 2.5.6).
(ii) Point (iv) du théoréme 1.4.3.
(iii) Provient de la proposition précédente et du fait que lorsque F' parcourt I’ensem-

ble des extensions galoisiennes finies intermédiaires, Gal (2, F') parcourt I’ensem-
ble des sous-groupes normaux ouverts de Gal (Q2, K).

O

Théoréme 2.5.12 (Théoréme 90 de Hilbert (cas général))
Soit Q/K est une extension galoisienne. Alors H'(Gal (2, K),GL,(Q)) = {1}.

Démonstration. Pour commencer, remarquons que le foncteur qui associe a chaque
extension intermédiaire F' le groupe GL, (F) satisfait les hypothéses de la convention
2.5.6 : les points (i7) et (7i¢) sont clair. En ce qui concerne la continuité de 'action
de groupe, remarquons que puisqu’elle est définie de la maniére suivante

Gal (LK) x G(Q) — G(),
(U,R) — UR, (O'R)ijZO'(Rij),
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le stabilisateur Sy; d’un élément M € G(2) contient Gal (Q2, F'), ou F est une exten-
sion galoisienne finie intermédiaire telle que M € M, (F'), et donc est ouvert (point
(v) de la proposition 1.1.15). Ainsi, la proposition 2.5.7 et le théoréme 90 de Hilbert
du cas fini nous donnent

H'(Gal (2, K),GLy () = lim H' (Gal (F, K) , GL,(F)) = lim{1} = {1}.

Corollaire 2.5.13
Soit Q/K est une extension galoisienne. Alors H'(Gal (Q, K), SL,(2)) = 1.

Démonstration. On considére la suite exacte suivante :
11— SLn(Q)(—i> GL,(©) Ry p—

La section 2.3.1, implique l'existence d’un morphisme § tel que la suite suivante soit
exacte :

GL,(Q)¢ —% (09 — % H1(G, SL,(Q)) — 2> HY(G, GL,(Q)),
ou G = Gal (Q, K). Ainsi, on a
det T

GL,(K) 2% g — % HY(@, SL, () —== 1,

ce qui implique que H'(G,SL,(2)) = {1}, puisque le morphisme " est surjectif et
que ker 09 = imdet, = K*. O
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2.6 Probléme de descente galoisienne pour les matrices

On rappelle I’énoncé du probléme :

Probléme 2.6.1 (Probléme de descente galoisienne pour les matrices)

Soit K un corps, 2 une extension galoisienne de K et My, M € M, (K). S’il existe
Q € G(Q) (on rappelle que G(§2) désigne aussi bien GL, () que SL,(Q2)) telle que
Mo =QMQ™, existe-t-il P € G(K) telle que My = PMP~!.

Dans cette section K, Q, M, My, P et ) sont comme dans I’énoncé ci-dessus et
G = Gal (), K).
Pour la suite, on considére I’action, continue, de Gal (2, K) sur G(£2) comme dans le
théoréme ci-dessus :

Gal (0, K) x G(Q) — G(Q),
(O’,R) — O‘R, (O‘R)ij:O'(Rij).

Pour commencer, remarquons que pour tout élément o € G, on a Q(ocQ)™! €
Zc(Mp)(€2), Vensemble des matrices des G(§2) commutant avec My. Ainsi, on peut
définir une application

a?: G — Zg(M)(Q)
o — ad =Q(oQ)™,

et 'on remarque que cette application est un cocycle. Une question que ’on peut se
poser est l'importance du choix de ) parmi les matrices qui conjuguent M & Mj.
Si R € G(9) est une autre matrice telle que My = RM R™!, on vérifie que la magie
opére et que

olt = (RQ_l) ofo- (RQ_l)fl,

ce qui correspond & deux cocycles cohomologues, car RQ~! € Zg(Mp)(2). On
aimerait maintenant exprimer une condition sur ces coycles pour que la matrice
My soit conjuguée & M sur G(K). Cette condition est la suivante :

P € G(K),My = PMP™! < 3C € Zg(M)(Q),a% = a°.
En effet, supposons qu’un tel P existe. On a alors :
QP 'My=QMP ' = MQP,

ce qui implique l'existence de C' € Za(Mp)(Q2) tel que @ = CP et l'on vérifie que
a® = . Réciproquement, si un tel C existe, alors C~'Q € G(K) et remplit le role
de P. Ce que 'on a vu nous permet d’affirmer :

Proposition 2.6.2

L’ensemble des classes de G(K)-conjugaison de matrices M € My, (K) qui sont con-
Juguées o My par un élément de G(Q) est en bijection avec 'ensemble des classes de
cocycles (o] € H (G, Za(Mo)(Q)) telles que a = o pour un élément Q € G(12).

Démonstration. Soit [o] une classe de cocycles telle que o = a®, pour un élément
Q de G(2). On associe & cette classe la matrice M, = Q1 MyQ et on vérifie que
M, € M,(K) (penser & multiplier par Q~'Q). On remarque que la classe [a] ne
détermine pas une seule matrice : si o/ = a? ~ o = a®, on obtient une matrice
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M, qui est telle que PMyP~' = M, pour P = Q'C7'Q' € G(K), ot C est
I’élément rendant les cocycles cohomologues.

Réciproquement, soient M € M, (K) et Q € G(2) des matrices telles que My =
QMQ~"'. On associe & M la classe du cocycle [a?]. Il a été montré ci-dessus que
cette application est bien définie : si @’ est un autre élément de G(Q) conjuguant
nos matrices, alors a? ~ a9’ Si, maintenant, M’ est une autre matrice de la classe,
c’est-a-dire M’ = PM P!, pour P € G(K), on a

My=QMQ ' =QP'M'PQ!

—1 .. . . N
et on constate que a@f = a@, ce qui implique que deux matrices de la méme
classes de G(K)-conjugaison sont envoyées sur la méme classe de cohomologie. Avec
cela, on constate que ces associations sont bijectives. ]

Corollaire 2.6.3
Linclusion f: Zg(Mo)(Q2) — G(Q) induit une application

fo it HY (G, Zg(M) () — H'(G,G(9)).

Alors, 'ensemble des classes de cocycles [a] de H' (G, Zq(Mo)()) qui peuvent s écrire
o~ a® pour un Q € G(Q) est le noyau de f,.

Démonstration. Le fait qu’un cocycle soit cohomologue au cocycle trivial par un
élément de G(Q) est exactement la condition voulue. O

La bijection entre ’ensemble des classes de conjugaison et le noyau de ’appli-
cation f, peut étre prouvée en utilisant les outils de cohomologie mis au point plus
haut. Pour cela, on définit 'action de groupe

G(Q) x Mp(Q) — M, (Q)
QM) — Q+xM=QMQ™,

et I'on constate que
Sue = {Q € G(Q) : QMQ ™" = Mo} = Z¢:(Mo)(€).

Puisque l'on a G(Q)/Z(;<M0)(Q) = G(Q)/SMO = G(Q) x My, on a une suite exacte

1 —— Ze:(Mo) () G(Q) —= G(Q) * My —= 1

et la proposition 2.3.7 implique qu’il existe une bijection entre le noyau de I’applica-
tion f. : H'(G,Za(Mo)(Q)) — H'(G,G(Q)) et I'ensemble des orbites de 'action
de BY sur C%. On constate alors que BY est G(K) et que C“ est I’ensemble des
matrices de M, (K) qui sont conjuguées a My par un élément de G(2).

Ce que nous avons vu ci-dessus et le fait que H'(G,G()) est trivial (voir
théoreme 90 de Hilbert et son corollaire) impliquent que I'on a une bijection en-
tre 'ensemble des classes de G(K)-conjugaison de matrices M € M, (K) qui sont
conjuguées & My par un élément de G(Q) et H'(G, Za(Mo)()).
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2.7 Perspective

Dans ce que 'on a fait plus haut, les concepts mis en place semblent un peu
disproportionnés par rapport aux résultats obtenus. L'intérét de ce formalisme est la
généralisation & des problémes plus conceptuels qui ressemblent a celui des matrices.
Il s’agit de structures mathématiques que ’'on peut associer a une série d’extensions
de corps via un foncteur d’extension des scalaires (par exemple les K-algébres). On
remplace alors la relation de conjuguaison sur K par le fait d’appartenir & une méme
orbite pour une bonne action de groupe (dans le cas des algebres, il s’agit de 'iso-
morphisme sur K, et la question est de savoir quand deux K-algébres isomorphes sur
2 le sont sur K). Sous certaines hypothéses on retrouve alors un résultat semblable :
pour un objet a défini sur le corps de base K, I’ensemble des K-classes d’équiva-
lence d’objets définis sur K qui sont équivalents & a sur € est en bijection avec le
noyau d’une application entre deux ensembles de cohomologie. Cette généralisation
est disponible dans les notes de cours de Grégory Berhuy (voir [Ber10]).



60

Table des notations

AG
EVEF
F/K
Field : K
Field : Q/K
H<G
H<.G
H<JG
H<: G
H<,G
Fr

Gal (F, K)

Grp
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Ensembles des éléments de A fixés par G

Plus petit corps contenant F et F' (quand cela a un sens)
F' est une extension du corps K

Catégorie des extensions de corps de K
Catégorie des extensions de corps de K contenues dans €
H est un sous-groupe de G

H est un sous-groupe fermé de GG

H est un sous-groupe normal de G

H est un sous-groupe normal d’indice fini de G
H est un sous-groupe normal ouvert de G
Corps fini & n éléments

Groupe de Galois de F' sur K

Catégorie des groupes

Matrice identité de taille n x n

Matrices n X n & coefficient dans I'anneau A
Ensemble des entiers positifs (sans le 0)
Ensemble des entiers positifs (avec le 0)
Ensemble des nombres premiers

Catégorie des anneaux

Anneau des entiers relatifs

Ensemble des cocycles de G a valeurs dans A

Racine primitive n-éme de 'unité
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